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Abstract — Interpolation has a very large application in
practice. For example: planning schedule of an activity,
generating movement of a body in the plan or space, processing
of graphical information for neglecting some shades of color, that
are hardly recognized by human’s eyes etc. The problem that is
described in this document is application of numerical methods
of interpolation in order to determinate the unknown values in
Microsoft Excel. The reason of study consists in researching of
numerical methods of polynomial interpolation and development
teaching guide of interpolation of functions in Microsoft Excel.
The numerical methods of function of interpolation are
investigated. Applications are presented of several polynomial
interpolation such as. Lagrange and Newton in case of arbitrary
or equidigant nodes and Gauss, Sterling in case of equidistant
symmetrical nodes. The way of polynomial interpolation in
Microsoft Excel is described step by step. These algorithms are
presented in Microsoft Excel, and also practical examples that
are solved with analyzed results.

Termeni cheie — interpolare, Microsoft Excel, polinoame de
interpolare Lagrange, Newton, Gauss, Sterling.

I. CONTINUTUL LUCRARII

Problema interpolérii. Una dintre cele mai raspandite
metode de aproximare a functiilor este metoda interpolarii.
Fie ca pentru functia f(x) definita pe segmentul [a,b] nu se
cunosc decat n+1 valori in n+1 puncte x. Notam vaorile
functiel prin f(x). Interpolarea este 0 metoda de aproximare,
care permite obtinerea unel valori j (X) destul de apropiate de
valoarea necunoscuta f(x) a functiei f in punctul xi [ab],
diferit de punctde x. Mai exact, interpolarea determind o
functie j cu o expresie concreta, care aproximeaza functia f,
cunoscuta in mod discret fira a avea expresia @ analitica.
Punctele ; se numesc noduri de interpolare [1].

Interpolarea se aplica si in cazul, cand expresia functiei
f(x) este cunoscutd, insi e prea complicata. Este clar, deci, ca
functia de interpolare j (X) trebuie i aiba o expresie simpla.
De obicel, eareprezintd o combinatie liniard de polinoame, de
functii exponentiale sau trigonometrice.

In generd j (X) se alege in fdul urmator: fixam n+1
functii liniar independente j o(X),j 1(X),....j n(X) si in multimea
tuturor combinatiilor liniare ae lor se determina aceea, care
verifica conditiile de interpolare;

j (%)= 04), = 0,1,2,..n. (1)
Expresialui j (x) seobtinedin relatia

j )= &F,(9F(x), @)
i=0

unde F;(x) sunt combinatii liniare de functii {j i(X)} si nu
depind de functia f(x). Conditiile de interpolare (1) implica,
prin urmare, proprietatile [1]:
Fito) = ii’l':: €)

Polinomul de interpolare Lagrange. in calitate de
{j i(}i=on seiau functiile 1, x, X, ..., X". Ese clar, ci functia
de interpolare devine un polinom P,(x) de gradul £ n.
Polinomul de interpolare P,(X) a une functii f, cunoscuta in
punctele Xo,Xy, ..., %, (X* X;), exista si este unic [2].
Se obtine polinomul de interpolare al lui Lagrange:

Pa() = ALMIT() (@)
i=0
unde polinoamele [ui Lagrange L;(X) se determina din relatiile:
LX) = (X= Xg)-eo(X= X )(X= Xipg)--(X- X)) . )
(% = X0)-- 06 = Xi1)(X = Xi42)--(% = Xp)

Proprietatea 1. g”uﬂ.(x) =1
i=0

Proprietatea 2. Polinomul L; este invariant fata de o
transformare liniara avariabilei.
Cand nodurile sunt echidistante la distanta h, adici Xo,
Xoth,... %ot nh, putem efectua transformarea liniara x=xg+ht.
Dupa variabila t nodurile vor fi 0,1,..,n. Tinand cont de
proprietatea a doua, polinomul deinterpolare vafi:

n .P_(t' J)
Pi(xtht)= 8L . (6)

Inmultind numaratorul si numitorul la (t—i)n(n-1)...)(n—
(i+1)), dupa transformari e ementare obtinem
_ tt-0..t-n & niai i
Pafxothit) = S 8 (I L (7)
Fie Py(x) polinomul ce interpoleaza functia f(x) dupa
nodurile Xg,Xy,...,X,. Dupa constructie polinomul P,(X) coincide
cu functia f(x) in punctele x, deci f(x)=Py(%). Insi pentru un
oarecare punct de pe [ab], in genere, nu vom ma avea
egalitatea functiei si a polinomului. Anume aceasta deviere
eXx) = f(X) — Py(X) numita eroare de interpolare si se cere de
evaluat. Pentru eroare intr-un punct se obtine;
(X)=F()—Pn(X)= (0X0) (X—Xa)... )X (" D/ (n+ 1)1 (8)
Pentru unul si acelasi numar de noduri eroarea va fi cu
atat mai mica, cu cat factorul |(x—Xo)(x—Xyp)...(Xx-=%,)| este mai
mic. Valoarea acestuia la randul siu depinde de faptul cum
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sunt alese nodurile x;. Mai tarziu vom vedea, ca este posibil de
ales pe x; astfel, incat factorul acesta sa devina minimal.
Forma generali a polinomului de interpolare Newton.
Fie ca in punctele Xg,X1,...,X, se cunosc valorile functiei f: f(Xo),
f(x1),....f(xn). Se numesc diferente divizate de ordinul 1 ale
functiei f rapoartele:
D] = (F0)-T00))/ (i), | = (9)
si, continudnd in acelasi mod, diferenta de ordinul n:
f[X0X1reeeXn] = (F[X0seesXna] = F[Xa, e X))/ (Xo—X)- (10)
Diferentele divizate au urmatoarele proprietati:
Proprietatea 1. Diferenta divizata de ordinul n poate fi
reprezentatd sub forma:
f[XoXpyoXa] = S8 (11)
i=oH'(%)
unde H(X) = (x—Xg)(X—Xy)...(X—Xp).
Proprietatea 1 poate fi demonstratd prin metoda inductiei

[3].

Proprietatea 2. Diferenta divizata este o functie simetrica
fata de argumentele ei, adica:

X0 X1se-eoXn] = X0, X0 Xn] = oo = X0 Xnotse Xl (12)

Aceasta inseamna, ca ordinea in care punctele X; intervin
in diferenta divizatd n-are importantd. Demonstratia
proprietatii 2 rezultd din proprietatea 1.

Proprietatea 3. Functia f(X) se exprima prin diferentele
sale divizate:
f(X)=f(Xo)+(X—Xo)f[Xo,Xe] F-.. +XX0)... (X—Xp) f]x, X0, Xn] - (13)

Proprietatea 4. Diferenta divizatd de ordinul n+1 de la
un polinom P(x) de gradul n este nula.

Pentru un sistem dat de noduri diferentele divizate pot fi
aranjate sub forma de tabel (tabelul 1.1).

TABELUL 1. TABELUL DIFERENTELOR DIVIZATE

Xo | f(x) |fIXoXa]l |fIXoXaXe] | f[XoXa.XoXs] | f[Xo0,X1.X2,X3,Xal |
Xo | f(xa) | fIxeXe] | fIXeXoXal | f[X1,X0,X3,Xa]

Xo | f(x2) | fIXoXs] | f[X2.Xa,Xal

X3 | f(xs) | f[XaXal

Xg_| f(Xs)

Polinomul de interpolare al lui Newton:
Pn(X) = f(Xo) + (x—Xo):f[x0,X1] + (X—Xo0) (X—X1) f[X0,X1,X2] +
e+ (X X) (XXg). .. (XK1 ) F[X0s X1, Xn] (14)
Daca, se adauga k noduri noi, termenii initiali raman
neschimbati. in aceasta si consta avantajul formei lui Newton
fata de forma lui Lagrange a polinomului de interpolare [3].
Comparand formula Iui Newton cu proprietatea 3 a
diferentelor divizate, obtinem o altd formuld pentru eroarea
interpolarii &(X), anume:
&X) = (X—Xo) (X—X1)... (X—Xn) FTX0,X1, s Xn, X] . (15)
Tinand cont de formula pentru eroare (8), se poate stabili
relatia dintre diferentele divizate si derivatele functiei f(X):
X0 X1, %] = F T D(&/(n+1)!, unde &e [a,b]. (16)
Formulele polinoamelor de interpolare Newton in
diferente finite. Formulele in diferente finite se obtin in cazul
nodurilor echidistante, pentru Xo,Xs,...,X, are loc egalitatea:
Xi—Xigy=h,i=1.2,..,n. (18)
Tinand cont de eroarea interpoldrii, numerotdm nodurile
si le folosim 1ntr-o anumita ordine.
Se numesc diferente finite de ordinul 1 expresiile:

Af(xi) = f(Xier) — F(x3), (19)
diferente finite de ordinul 2 expresiile:

AH(X;) = Af(Xis1)—-AF(X) (20)
si, in genere, diferente finite de ordinul k expresiile:

AF(x) = A (Xie1) — AH(X) (21)

pentru orice valori ale lui k. Aceste diferente pot fi calculate in
mod recurent [4].

Nodurile situate in ordine regresiva se noteaza cu indici
negativi. Calculul diferentelor finite poate fi executat sub
forma de tabel (tabelul 2).

TABELUL 2. TABELUL DIFERENTELOR FINITE

XO fo Afo Azfo ABfo A4f0 |
X1 fl Afl Azfl ABfl

X2 fy Af, £,

X3 fy Af

X4 f,

Proprietatea 1. Diferenta finita de ordinul n+1 de la un
polinom P,(x) de gradul n este nula.
Proprietate 2. Diferenta finita de orice ordin se exprima
si prin valorile functiei in noduri.
Prin recurentd se poate demonstra relatia generala dintre
diferentele divizate si cele finite:
f[XiXis1s- o Xiek] = AKF[Xi1/(kINY). (22)
Formulele polinoamelor de interpolare Newton 1In
diferente finite se obtin din formula polinomului de interpolare
al lui Newton (15) cand nodurile sunt aranjate intr-o anumita
ordine, nlocuind diferentele divizate prin cele finite dupa
relatia (22) [3]. Fie, nodurile X; sunt echidistante si aranjate in
ordinea progresiva Xo,Xo+h,...,Xo+nh.
Datoritd simetriei diferentelor divizate, se obtine prima
formula a lui Newton:
Pu(Xo+ht) = fo+tdfy + t(t-1)4%/2! + ... +
+t(t-1)...(t=n+1) A"/}, t = (xxo)/h; (23)
Ea este mai bine adaptata la inceputul tabelului [2].
Presupunem, ca nodurile X; sunt echidistante gi aranjate
in ordinea progresiva Xo,Xo-h,...,Xo—Nh. in mod analog se obtine
a doua formula a lui Newton:
Pn(x0+ht) = fn+tAfn-1 + t(t+1)A2n-2/2! + ... +
+ t(t+1)...(t+n-1)An0/nl, t = (x—xn)/h; (24)
Ea este mai bine adaptata la sfirsitul tabelului [2].
Formulele progresiva si regresiva a polinomului de
interpolare Gauss, Sterling se obtin din polinomul de
interpolare al lui Newton in caz general (15) nodurile, insa,
sunt numerotate in mod simetric.
Prima formula de interpolare a lui Gauss:
Pa(xo+ht) = fpHtAfypaHt(t-1) A qyof2! + ... +
+ t(t-1)(t+1)...(#=n+1)A"/n!, t=(XxXp)/N; (25)
A doua formula de interpolare a lui Gauss:
Pn(x0+ht)=fn/2+tAfn/2-1+t(t+1)A2(n-1)/2/2! + ... +
+ t(t+1)(t-1)... (++n-1)An0/n!, t=(x—xn/2)/h; (26)
La formulele Gauss se lucreaza pe linia de mijloc si sunt
mai bine adaptate la mijlocul tabelului [4].
Semisuma ambelor formule Gauss da formula de
interpolare Sterling:
Po(xo+ht) = foyp + tfypg + CA yyol2! + . +
+ (t-1)... (- (n-1)) A%/, t = (x—Xp2)/h; (26)
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La formula lui Sterling se lucreazd pe linia de mijloc
(linia 0).

Aplicarea polinomului de interpolare Lagrange in
Microsoft Excel. Pentru interpolarea functiilor se poate
efectiv de folosit calculatorul. Interpolarea poate fi aplicati in
2 cazuri:

e cind functia este data in mod discret;

e cind se cunoaste expresia functiei pentru testare.

1. Fie ca functia este data in mod discret.

Pentru inceput se introduce baza interpolarii: numarul de
noduri, insasi nodurile si valorile functiei in noduri (fig. 1):

1. inlinia 1 se inscrie titlurile:

1.1. in celula Al se

Lagrange”;

1.2. in celula B1 se inscrie textul ,,Cazul nodurilor

arbitrare”;

1.3. in celula F1 se inscrie textul ,,Functia este datd in

mod discret”.
2. Inlinia 2 se inscrie numarul de noduri:
2.1. in celula A2 se inscrie textul ,,Numdarul de noduri;
2.2. 1in celula B2 se inscrie valoarea. De exemplu, 5.
3. Inlinia 3 se inscrie antetul tabelei de interpolare:

3.1. in celula A3 se inscrie textul ,,Nodurile”;

3.2. in celula B3 se inscrie textul ,,xi”;

3.3. in celula C3 se inscrie textul ,,f(xi)”;

3.4. in celula D3 se inscrie textul ,,X-Xj”;

3.5. in celulele E3:13 se inscriu textele> ,,x0-xj”, ,,X1-Xj”,

WX2-X)7, L X3-X)7, L X4-X];
3.6. 1in celula J3 se inscrie textul ,,Li(X)”;
3.7. 1in celula K3 se inscrie textul ,,Li(x)*f(xi)”.
4. In celulele A10:A11 se indica punctul cercetirii.
5. Se completeaza celulele A4:A8 cu textele ,.x0” — , x4”.
6. Se completeaza celulele B4:B8 si C4:C8 cu valorile
respective.
Pentru efectuarea calculelor necesare se efectueaza urmatorii
pasi:
1. Se completeaza coloana D cu valorile calculate (x — x;);

1.1. in celula D4 se finscrie "=$B$10-B4". Pentru

argumentul x se aplica adresa absolutd, iar pentru X;
se aplica adresa relativa;

1.2. cu ajutorul manerului de umplere se completeaza

celulele D5:D8.
2. Se completeaza coloanele E — I cu valorile (x; — x;) pentru

i=0, .. 4

2.1. pentru efectuarea efectiva a calculelor conform

formulei de interpolare Lagrange, se inscriu pe
diagonala valorile 1 —in celulele E4, F5, G6, H7, 18;

2.2. in celula E5 se inscrie = $B$4-$B5;

2.3. cu ajutorul manerului de umplere se completeazi

celulele E6:ES;

2.4. 1n mod similar se completeaza celulele F4:18.

3. Se completeaza coloana J cu valorile functiei Li(X):

3.1. 1in celula J4 se inscrie =$D$9/(E$9*$D4);

3.2. cu ajutorul méanerului de umplere se completeaza

celulele J5:J8.

inscrie textul ,Interpolare

4. Se completeaza coloana K cu valorile Li(x)f(x;):
4.1. 1in celula K4 se inscrie = $C4*$J4;
4.2. cu ajutorul ménerului de umplere se completeaza
celulele K5:K8.

5. Se calculeaza valoarea aproximativa a polinomului de
interpolare ca suma a valorilor calculate, inscrise in
coloana K: =CYMM(K4:K8).

in fig. 1 este prezentat un exemplu de aplicare a interpolarii
Lagranje pentru 4 si 5 noduri.

‘ AL | interpolare Lagrange.

&) nterpolare

A ] c D 3 F G H 1 J K i
1 interpolare Lagrange.  Cazul nodurilor arbitare Funciia este atain mod discrel.
2 Numerul de nodur 5
3 Nodurle 5] ) | o | w0n | dx | o5 | oq | vy | W@ |Loww
4 4 442] 7 1 3 B 5 9] 0.0148148] 65481481
5 il 4l 16] 4 3 1 2 5 6] -0,1555556] -2,4588389)
6 2 1 n 3 3 2| 1 3 4] 04666667 56
73 4 186 3 3 3 3] 1 1 0933333 1136
Bl 3 160 3 K] 4 4 4 1] 02592593 11925926
9 Produse w10 180 2] 10 216 1
10 [Punctulx = 3 En= 64
11 [Numarul de noduri 4
12 Noduile xi 6 | W05 | aly | w5 | og | L@ | L9
130 4 10| 7 1 3 B 5| 0,0666667) 58]
14 x1 4l [ 4 3 1 2 5| -0,4666667] 28]
150 1 3| 3 3 2 1 3] 0.9333333] 74666667
16 [ 4 2 3l 4 3 3| 1] 04666667 12133333
17 Produse 56 120 30) 0 120 1
18 [Punctulz= Pn= 10)
n

Fig. 1. Exemplu de aplicare a interpolarii Lagrange

2. Fie ca se cunoaste expresia functiei.

Algoritmul de completare, in general, este acelasi, doar
cd 1n coloana C se calculeaza valorile functiei In noduri si nu
se introduc. De exemplu, se generecazd formule de forma:
=EXP(B23)/B23 pentru functia y = €*/x. Se mai adaugi
calculul valorii functiei in punctul cercetat si evaluarea erorii:
=ABS(K30-K29), unde in celula K30 este obtinuta valoarca
exactd a functiei, iar in celula K29 este obtinutad prin
interpolare valoarea aproximativa.

in mod similar se pot defini algoritmi de aplicare a
polinoamelor de interpolare Lagrange, Newton, Gauss si
Sterling in cazul nodurilor echidistante si in cazul nodurilor
arbitrare.
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