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Abstract: S-a calculat o grindad static nedeterminatd cu o singura deschidere la actiunea unei forte
exterioare concentrate §i a unei actiuni termice (diferenta de temperatura) folosind metoda functiilor
Green.

Modulul de elasticitate ,, E ’si momentul de inertie axial ,,1” ramin constante pe toatd lungimea grinzii.

Cuvinte cheie: metoda functiilor Green, diferentd de temperatura (AT ), sageata de incovoiere (y),

unghiul de rotire (0), momentul de incovoiere (M) si forta transversala (Q).

1. Problema de calcul:

Momentul cheie in calculul grinzilor prin metoda functiilor Green (metoda functiilor de influentd) este
construirea functiilor respective Green. Pentru a construi aceste functii mai intli de toate este necesar de scris
solutiile generale pentru forta transversala - O, momentul de incovoiere - M, unghiul de rotire - 6 si sigeata
de incovoiere -y ale ecuatiei diferentiale a incovoierii transversale directe a axei grinzii. Apoi, scriem

conditiile de conjugare si conditiile de limitd, din care determindm constantele arbitrare de integrare. La
ultima etapa substituim expresiile obtinute pentru constantele arbitrare de integrare in solutiile generale
respective si obtinem expresiile finale ale functiilor Green pentru O, M, € si y. Calculul grinzilor prin
metoda functiilor Green (dacd aceste functii sunt construite deja) se reduce in cazurile cele mai complicate
de solicitare, la calculul unor integrale definite simple. Aceastd metoda ne permite usor sa determinam toate
eforturile (Q si M) si deplasarile (€ si y) indiferent de lungimea grinzii, de punctele de aplicare si valorile
fortelor, temperaturii si deplasarilor exterioare.
In fig.1 este prezentati schema grinzii cu actiunile exterioare.
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In fig.2 este aratatad sectiunea transversald a grinzii si diagrama distribuirii temperaturii pe naltimea 4.

Scopul final este de determinat expresiile analitice finale pentru O, M, 6 si y ale grinzii solicitate cu
forta concentrata P si diferenta de temperaturd AT .
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2. Rezolvarea problemei:

Mai intii se construieste functia Green de la o fortd P, aplicatd in punctul arbitrar £ . Pentru aceasta:
1) Se scriu solutiile ecuatiilor diferentiale:

Eb” =0; Ely) =0;
Ep" =C/; EbY =A4;
Eb" =C|-x+Cj; EbY =4 -x+ 4;
2 2
3 2 3 2
E@=05%+q43+quc; E%=Ap%+4¢%+4w+4,

2) Se scriu conditiile de conjugare:

Ely" (x=&=0)-Ely) (x=&+0) = P;

ED" (x=§—0)=Eny (x=¢f+0); )
Ely) (x=£-0)=Ely,(x=£+0);

Ely, (x= f—O) =FEly, (x= §+0).

Se folosesc solutiile ecuatiilor diferentiale (1) si conditiile de conjugare (2), in final obtinem constantele
de integrare:

A/ =C! - P;
A, =C)+P-&
52
A =C,-P 2 3)

3
Angﬁ+P~éa
6
Se introduc expresiile (3) in relatia ,, EIy,” din (1) si obtinem:
3 2 2 3
(! X / X / g / g
m%_(q—P)zq{cﬁ41@~3+[g—P_?}x+q+P~g (4)
Intr-o forma mai compacta expresia (4) va fi prezentata sub forma:
3 2 3
x J—
E%=cpi+QAi+qw+q—PL—Q- (5)
6 2 6
3) Se noteaza Cl./ =C,-El;i=1,2,3,4, se folosesc relatiile ,, EIy, ” din (1) si ,, EIy,” din (5), se poate

scrie expresia generald a sdgetii de incovoiere de la forta concentrata, sub forma:
3 2

)@:q¢%+cf%qxgw+c503xs§
y= ; (6)
y, =y _P(x——f); E<x<l.
‘ 6EI

Daca in formula (6) P=1, se obtine functia Green pentru cazul aplicarii unei forte concentrate mobile.
4) Se completeaza rezultatele obtinute, avind in vedere cd grinda este actionatd si de diferenta de
temperatura AT =7, —T,, unde 7, si T, - temperatura pe fibra de jos, respectiv pe fibra de sus a grinzii.

Din fig. 2, se observa fibra de sus a sectiunii transversale pe care actioneaza temperatura 7, se va intinde
conform relatiei «,7,, Insa fibra de jos a1}, unde ¢, - coeficientul dilatdrii liniare termice.
Daca se analizeazd sectiunea In ansamblu se obtine ca diferenta de temperaturd intr-un singur punct este
echivalentd cu unghiul de rotire rigid concentrat(@o) .
o, oy o AT
_ - -0 (7
h h h
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In conditiile problemei diferenta de temperatura actioneaza pe toatd lungimea grinzii, ceea ce va fi egal cu
unghiul de rotire uniform distribuit pe toata lungimea.

Se analizeaza expresia sdgetii de Incovoiere (6) si se observa ca unghiul de rotire este caracterizat prin
constanta de integrare C, care este multiplicatd cu x. Altfel spus sageata de incovoiere va fi egald cu
integrala de la unghiul de rotire concentrat, distribuit pe distanta de actiune a diferentei de temperatura.
Luind in considerare ca diferenta de temperatura actioneaza pe toata lungimea grinzii vom obtine sdgeata y,:

—= o AT o AT
Y. =0 [xde=""= xdx = —L—x* 8
y,=0] ] o ®)
Deci sageata de incovoiere de la ambele actiuni va fi:
3 2
v=C e e v, + AT 2 gy
6 2 2h
y= (- ) ©)
x—
- - P ; <x<lI.
yd ys 6E1 5
Unghiul de rotire: 6 =y’
2
0 =C, -"7+c2 X+ G+ “ThAT-x; 0<x<
0= s (10)
@zefJxx_g); E<x<l
2EI
Momentul de Incovoiere in cazul actiunii diferentei de temperatura se calculeaza cu relatia:
. d? .
M=k~ AT gy y(zx)—ElaT AT (11)
h dx
M =l oxrc,+ 2B g g% AT i<
= (12)
M,=M -P(x-¢); E<x<l.
Forta transversala: Q = EI - Yy
=C,-El, 0<x<
0- 0, =C x<¢g (13)
0,=0,-P; E<x<.

5) Conform conditiilor de limita se poate scrie:
,(0)=0: 6,(0)-0: o (1)=0: 6, (1)=0: (14)
Se foloseste conditia de limitd y (0)=0si se obtine C, =0, iar din conditia ¢, (0)=0rezulta C, =0.

C, si C, se determina din celelalte conditii de limitd ramase:

3 2 ) I— &YV
yd(1)=c1-1—+c2-l—+“T AT pU=8)
6 2 2 6EI (1)
2 ) /- 2
0,)=C-Lic,1+% AT, pl=2)
2 2El
sau
. 1—&Y
c1-13+3c2-12=—3“ThAT12+P( Ef)
2 (16)
: /-
C .1 42C, 1=-2% AT, pU=£)
h El

Din (16) obtinem:

P(I-¢&) (1+2¢)

C =
' PEI

(17)
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sz—[aT'AT+P(l_§)2§J (18)
h I>-EI

6) Se inlocuiesc constantele de integrare C,(17) si C,(18) in relatiile (9), (10), (12), (13) si se obtin

urmatoarele expresii analitice pentru y, 8, M, O:
- pentru sdgeata de incovoiere y:

P(1-&Y (1+28) ¥° : P(I-EVE) ¥ a,-
= ( 9:)( §)~x—— %y AT+ (2 &) ¢ XS AT-xz; 0<x<¢
‘ I’EI 6 h I°-EI 2 2-h
y= (19)
(x=¢)
=y —P 22 <x<I
yd ys 6EI § X
- expresia finala pentru y va fi:
P(I-&)(1+28) x* P(I-&)¢ ¥
)= ( 53(+ §) & (2 ¢ X geree
_ PEI 6 I*El 2 (20)
. )
x—
— - P ; <x<lI.
yd ys 6EI 5 X
- pentru unghiul de rotire 6:
P(I-&Y (1+2 2 ) P(l-&Y .
(PG L (ot M)
0= (21)
2
90,:@—13&; f<x<l.
2EI
- expresia finalad pentru 6 va fi:
P(I-&) (1+28) x> P(1-¢&Y
g PU-(20) © PU-E
g PEL 2 PeE (22)
0,0 -pL=t). E<x<l.
2EI
- pentru momentul de incovoiere M:
P(I-&) (1+2 : P(l-&) : :
= L 53)(+ $) | @Al PUZC) €\ ar ALy gy @ AT gy
M = I’EI h I*-EI h h (23)
M,=M —P(x-¢&); E<x<L
- expresia finald pentru M va fi:
P(1-&Y(1+28)  P(I-EVE a, AT
M,=M,-P(x-¢); E<x<l.
- in fine expresia finala pentru forta transversald Q va fi:
P(1-&) (1 +2¢)
Qd:Qs_P; gs'XSZ

7) S-a analizat factorii y, 6, M, O pentru urmitoarea problema (vezi fig.1): o grinda static
nedeterminata cu o singurd deschidere din beton armat de lungimea /=5m, sectiunea transversala de forma
dreptunghiulara 5=0,25m, h=0,40m, forta concentratd cu valoarea P=30kN aplicata la distanta &=2m,
-5

temperatura 7,=18°C si T,=30°C, AT=T,-T, (vezi fig.2), coeficientul de dilatare termic o = 10

— modulul de

elasticitate £ = 21-10° MPa, iar momentul de inertie a sectiunii 7, =1.333-107 m*.

8) S-au folosit expresiile finale (20), (22), (24), (25) si programa Maple 15 pentru a construit
diagramele y, 0, M, Q, prezentate in urmatoarele figuri 3-6:

Sageata de Incovoiere:
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Concluzii:

. Din calcule se observa: in cazul actiunii diferentei de temperaturd pentru grinda incastratd la ambele

capete factorii cinematici sunt egali cu zero, insd apar eforturi interioare, dar de la actiunea fortei
concentrate atit eforturile interioare cit i deplasarile au valoare numerica diferite de zero.

In cazul armarii sectiunii transversale a grinzii din beton armat din punct de vedere a rezistentei se va
folosi valoarea momentului de Incovoiere si a fortei transversale calculate cu relatiile (24) si (25) pentru
calculul din conditiile de rigiditate se vor folosi relatiile (20) si (22).

. Avantajele calculului grinzilor prin metoda functiilor Green in comparatie cu metodele cunoscute din

mecanica structurilor sunt:

- odata determinata functia de influenta a sdgetii de Incovoiere pentru grinda data, pot fi calculate
valorile y, 8, M, Q indiferent de lungimea grinzii, de la diferite tipuri de actiuni, punct de aplicare si
valoarea sarcinii.

- din diagramele (fig. 3-6) poate fi usor observat punctul unde factorul cinematic sau efortul este
maximal. Acest calcul ¢ mult mai complicat folosind metodele mecanicii structurilor, daca ne referim
mai ales la factorii cinematici. In cazul in care nu este construit nici un grafic, punctul unde valoarea
v, 8, M, O este maximald se poate determina prin derivarea si egalarea cu zero a expresiei respective,
apoi se calculeaza si valoarea maximala.
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