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Unele aspecte ale integrarii functiilor rationale
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La integrarea functiilor rationale se utilizeazd metoda coeficientilor nede-
terminati. De reguld, se obtine un sistem de n ecuatii liniare (n > 2,n € N), care
pentru un numadr de coeficienti nedeterminati mai mare ca trei, necesitd eforturi
considerabile pentru rezolvare ([1], [2]). Se propune o altd metoda (a se vedea
[3], [4]) pentru optimizarea determindrii coeficientilor nedeterminati, care o0 vom

ilustra mai jos prin exemple concrete.

Exemplul 1. Sa se descompund in suma de fractii simple functia rationala

x—1
:R¥ - R, = )
iR =R SN = e D ) +3)
Rezolvare. Avem

x—1 A B C D

=+ + +
x(x+Dx+2)(x+3) x x+1 x+2 x+3

de unde
x—1=Ax+1)(x+2)(x+3)+ Bx(x +2)(x + 3)+
+Cx(x+1D)(x+3)+Dx(x+1)(x+2). (1)

Nu deschidem parantezele pentru a obtine egalitatea a doud polinoame si ca
concluzie sistemul respectiv de patru ecuatii liniare cu patru necunoscute, insa
privim relatia (1) ca egalitate a doud functii. Se aplicd definitia respectiva si se
obtine:

pentru x=0: -1=A-1-2-3+04+0+0,deunde A = —é;

pentru x =—-1: -2=0+B-(-1)-1-2+0+0,deunde B =1;

3
pentru x =-2: -3=0+0+C-(-2)-(-1)-1+0,deunde C:_E;

pentru x =-3: -4=0+0+0+D -(-3)-(-2)-(-1),deunde D =

.

W

(s-au introdus 1n (1) rdadacinile polinomului P(x) = x(x + 1)(x +2)(x + 3)). Prin

urmare

1 3 2
x| -6, 1 s 2, 3
x(x+D(x+2)(x+1) x  x+1 x+2 x+3

Exemplul 2. Si se descompund in suma de fractii simple functia rationala
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¥+ 1
(x—D2(x+1)

[ [2400) SR, F(2) =
Rezolvare. Avem
xt+1 A B C D E
= — 4+ —+ + + ,
2(x-12%2(x+1) x x2 x-1 (x-12%2 x+1

de unde
M+ l=Ax(x-D?x+ D) +Bx-1D2(x+1) +Cx%(x = D) (x + 1)+
+Dx*(x+ 1) + Ex*(x - 1D2. (2)
Similar Exemplului 1 se obtine:
pentru x=0: 1=0+B-1-1+0+0+0,deunde B =1;

pentru x=1:2=0+0+0+D-1-2+0,deunde D = 1;

1
pentru x =—-1:2=04+0+0+0+E -1 -4, de unde EZE'

Deoarece x = 0 este rdddcind de multiplicitatea 2 a polinomului P(x) =
x%(x — 1)%(x + 1), urmeazi ci x = 0 este rddicind si a polinomului P’(x).
Diferentiind (2) si inlocuind x = 0, avem (scriem doar acei termenii, ce nu congin
X):

43 =Ax-1D?*x+D+BRE-DE+D+x-1)2]+...
pentru x =0: 0=A+1-[-2+1],seobtine A =1.

Similar, pentru x = 1 (care tot este radacind de multiplicitatea 2 a polinomului
P(x)), avem (scriem doar acei termenii, ce nu contin (x — 1)):

43 =Cx?’(x+ 1)+ D[2x(x + 1) +x] + ...
pentru x=1:4=C-1-2+1-[2:-2+1], de unde C:—%.

Prin urmare
1

xt+1 0 U S R S
2x-D2(x+1) x x2 x-1 (x-12 «x

+ (o] —

T
Exemplul 3. Si se descompund in suma de fractii simple functia rationala

f:R+_)R9 f(X):

Rezolvare. Avem

x% - 2x
(x+1)(x2+1)2

x2 —2x B A +Bx+C+Dx+E
x+DE2+1)2 x+1 x2+1 2+

de unde
-2 =AX+ 1)+ Bx+CO)x+ D(x>+ D+ (Dx+E)(x+1). 3
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Inlocuind in (3) x = —1, se obtine:
3=A-4+0+0, deunde A=%.
Inlocuind in (3) x =i, se obtine:
-1-2i=0+0+(Di+E)(i+1) e -1-2i=-D+Di+Ei+E,

de unde, folosind egalitatea a doud numere complexe, se obtine sistemul

1

“D+E=-1 D=-3
¢ 3

D+FE=-2 E:_5

Pentru a determina coeficientii B si C, diferentiem (3) si scriem doar termenii
ce nu se anuleaza pentru x = i:
2x=2=(Bx+C)(x+1)-2x+D(x+ 1)+ (Dx+E) + ...
Pentru x =i:
—2+42i=(Bi+C)(-2+2i)+Di+D+Di+E.
Deoarece D = —% si E = —%, avem
—2+42i=-2Bi-2B-2C+2Ci—-i-2
3i = (-2B-2C) +i(-2B + 2C)

de unde rezulta sistemul

3

2B+2C =0 C=7

< 3

-2B+2C =3 B=-=

4

Prin urmare

3 3 3 1 3
e I T A TR A
= + )
x+D2+1)2 x+1  x2+1  (x2+1)2

Descompunerea in suma de fractii simple a functiei rationale se utilizata cu
succes in urmdtoarele compartimente ale matematicii superioare: serii numerice,

teoria functiilor de variabild complexa, ecuatii diferentiale, calcul operational etc.
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