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La integrarea funcţiilor raţionale se utilizează metoda coeficienţilor nede-
terminaţi. De regulă, se obţine un sistem de 𝑛 ecuaţii liniare (𝑛 ≥ 2, 𝑛 ∈ N), care
pentru un număr de coeficienţi nedeterminaţi mai mare ca trei, necesită eforturi
considerabile pentru rezolvare ([1], [2]). Se propune o altă metodă (a se vedea
[3], [4]) pentru optimizarea determinării coeficienţilor nedeterminaţi, care o vom
ilustra mai jos prin exemple concrete.

Exemplul 1. Să se descompună în sumă de fracţii simple funcţia raţională

𝑓 : R∗+ → R, 𝑓 (𝑥) = 𝑥 − 1
𝑥(𝑥 + 1) (𝑥 + 2) (𝑥 + 3) .

Rezolvare. Avem
𝑥 − 1

𝑥(𝑥 + 1) (𝑥 + 2) (𝑥 + 3) =
𝐴

𝑥
+ 𝐵

𝑥 + 1
+ 𝐶

𝑥 + 2
+ 𝐷

𝑥 + 3
,

de unde

𝑥 − 1 = 𝐴(𝑥 + 1) (𝑥 + 2) (𝑥 + 3) + 𝐵𝑥(𝑥 + 2) (𝑥 + 3)+
+𝐶𝑥(𝑥 + 1) (𝑥 + 3) + 𝐷𝑥(𝑥 + 1) (𝑥 + 2). (1)

Nu deschidem parantezele pentru a obţine egalitatea a două polinoame şi ca
concluzie sistemul respectiv de patru ecuaţii liniare cu patru necunoscute, însă
privim relaţia (1) ca egalitate a două funcţii. Se aplică definiţia respectivă şi se
obţine:

pentru 𝑥 = 0 : −1 = 𝐴 · 1 · 2 · 3 + 0 + 0 + 0, de unde 𝐴 = −1
6

;

pentru 𝑥 = −1 : −2 = 0 + 𝐵 · (−1) · 1 · 2 + 0 + 0, de unde 𝐵 = 1;

pentru 𝑥 = −2 : −3 = 0 + 0 + 𝐶 · (−2) · (−1) · 1 + 0, de unde 𝐶 = −3
2

;

pentru 𝑥 = −3 : −4 = 0 + 0 + 0 + 𝐷 · (−3) · (−2) · (−1), de unde 𝐷 =
2
3

.

(s-au introdus în (1) rădăcinile polinomului 𝑃(𝑥) = 𝑥(𝑥 + 1) (𝑥 + 2) (𝑥 + 3)). Prin
urmare

𝑥 − 1
𝑥(𝑥 + 1) (𝑥 + 2) (𝑥 + 1) =

−1
6
𝑥

+ 1
𝑥 + 1

+
−3

2
𝑥 + 2

+

2
3

𝑥 + 3
.

Exemplul 2. Să se descompună în sumă de fracţii simple funcţia raţională
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𝑓 : [2;+∞) → R, 𝑓 (𝑥) = 𝑥4 + 1
𝑥2(𝑥 − 1)2(𝑥 + 1)

.

Rezolvare. Avem
𝑥4 + 1

𝑥2(𝑥 − 1)2(𝑥 + 1)
=

𝐴

𝑥
+ 𝐵

𝑥2 + 𝐶

𝑥 − 1
+ 𝐷

(𝑥 − 1)2 + 𝐸

𝑥 + 1
,

de unde

𝑥4 + 1 = 𝐴𝑥(𝑥 − 1)2(𝑥 + 1) + 𝐵(𝑥 − 1)2(𝑥 + 1) + 𝐶𝑥2(𝑥 − 1) (𝑥 + 1)+
+𝐷𝑥2(𝑥 + 1) + 𝐸𝑥2(𝑥 − 1)2. (2)

Similar Exemplului 1 se obţine:

pentru 𝑥 = 0 : 1 = 0 + 𝐵 · 1 · 1 + 0 + 0 + 0, de unde 𝐵 = 1;

pentru 𝑥 = 1 : 2 = 0 + 0 + 0 + 𝐷 · 1 · 2 + 0, de unde 𝐷 = 1;

pentru 𝑥 = −1 : 2 = 0 + 0 + 0 + 0 + 𝐸 · 1 · 4, de unde 𝐸 =
1
2

.

Deoarece 𝑥 = 0 este rădăcină de multiplicitatea 2 a polinomului 𝑃(𝑥) =

𝑥2(𝑥 − 1)2(𝑥 + 1), urmează că 𝑥 = 0 este rădăcină şi a polinomului 𝑃′(𝑥).
Diferenţiind (2) şi înlocuind 𝑥 = 0, avem (scriem doar acei termenii, ce nu conţin
𝑥):

4𝑥3 = 𝐴(𝑥 − 1)2(𝑥 + 1) + 𝐵[2(𝑥 − 1) (𝑥 + 1) + (𝑥 − 1)2] + ...

pentru 𝑥 = 0 : 0 = 𝐴 + 1 · [−2 + 1], se obţine 𝐴 = 1.

Similar, pentru 𝑥 = 1 (care tot este rădăcină de multiplicitatea 2 a polinomului
𝑃(𝑥)), avem (scriem doar acei termenii, ce nu conţin (𝑥 − 1)):

4𝑥3 = 𝐶𝑥2(𝑥 + 1) + 𝐷 [2𝑥(𝑥 + 1) + 𝑥2] + ...

pentru 𝑥 = 1 : 4 = 𝐶 · 1 · 2 + 1 · [2 · 2 + 1], de unde 𝐶 = −1
2

.
Prin urmare

𝑥4 + 1
𝑥2(𝑥 − 1)2(𝑥 + 1)

=
1
𝑥
+ 1
𝑥2 +

−1
2

𝑥 − 1
+ 1
(𝑥 − 1)2 +

1
2

𝑥 + 1
.

Exemplul 3. Să se descompună în sumă de fracţii simple funcţia raţională

𝑓 : R+ → R, 𝑓 (𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥
(𝑥 + 1) (𝑥2 + 1)2 .

Rezolvare. Avem
𝑥2 − 2𝑥

(𝑥 + 1) (𝑥2 + 1)2 =
𝐴

𝑥 + 1
+ 𝐵𝑥 + 𝐶

𝑥2 + 1
+ 𝐷𝑥 + 𝐸

(𝑥2 + 1)2 ,

de unde

𝑥2 − 2𝑥 = 𝐴(𝑥2 + 1)2 + (𝐵𝑥 + 𝐶) (𝑥 + 1) (𝑥2 + 1) + (𝐷𝑥 + 𝐸) (𝑥 + 1). (3)
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Înlocuind în (3) 𝑥 = −1, se obţine:

3 = 𝐴 · 4 + 0 + 0, de unde 𝐴 =
3
4

.

Înlocuind în (3) 𝑥 = 𝑖, se obţine:

−1 − 2𝑖 = 0 + 0 + (𝐷𝑖 + 𝐸) (𝑖 + 1) ⇔ −1 − 2𝑖 = −𝐷 + 𝐷𝑖 + 𝐸𝑖 + 𝐸 ,

de unde, folosind egalitatea a două numere complexe, se obţine sistemul
−𝐷 + 𝐸 = −1

𝐷 + 𝐸 = −2
⇔


𝐷 = −1

2

𝐸 = −3
2

.

Pentru a determina coeficienţii 𝐵 şi 𝐶, diferenţiem (3) şi scriem doar termenii
ce nu se anulează pentru 𝑥 = 𝑖:

2𝑥 − 2 = (𝐵𝑥 + 𝐶) (𝑥 + 1) · 2𝑥 + 𝐷 (𝑥 + 1) + (𝐷𝑥 + 𝐸) + ...

Pentru 𝑥 = 𝑖:

−2 + 2𝑖 = (𝐵𝑖 + 𝐶) (−2 + 2𝑖) + 𝐷𝑖 + 𝐷 + 𝐷𝑖 + 𝐸 .

Deoarece 𝐷 = −1
2

şi 𝐸 = −3
2

, avem

−2 + 2𝑖 = −2𝐵𝑖 − 2𝐵 − 2𝐶 + 2𝐶𝑖 − 𝑖 − 2

3𝑖 = (−2𝐵 − 2𝐶) + 𝑖(−2𝐵 + 2𝐶)
de unde rezultă sistemul

2𝐵 + 2𝐶 = 0

−2𝐵 + 2𝐶 = 3
⇔


𝐶 =

3
4

𝐵 = −3
4

.

Prin urmare

𝑥2 − 2𝑥
(𝑥 + 1) (𝑥2 + 1)2 =

3
4

𝑥 + 1
+
−3

4
𝑥 + 3

4
𝑥2 + 1

+
−1

2
𝑥 − 3

2
(𝑥2 + 1)2 .

Descompunerea în sumă de fracţii simple a funcţiei raţionale se utilizată cu
succes în următoarele compartimente ale matematicii superioare: serii numerice,
teoria funcţiilor de variabilă complexă, ecuaţii diferenţiale, calcul operaţional etc.
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