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Summary. Article is devoted to methodology of analytical calculations of transition processes in electric
chains like rL and rC with the distributed parameters
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INTRODUCERE

Pentru orice circuit electric apare problema determinarii curentilor, cdderii tensiunii, pierderilor
de energie indiferent de caracterul proceselor care deruleaza in acest circuit. Aceastd problem se
solutioneaza prin examinarea unui circuit echivalent, care include trei componente de baza: rezistente
active, care determina procesul de disipare a energiei electreice la scurgerea curentuluii (transformarea
in céldurd), inductivitatea si capacitatea In care se acumuleaza energie electric in campul magnetic si in
campul electric. Ultimele componete daca sunt ideale nu consuma energie, dar numai asigurd un proces
de schimb de energie dintre ele [1].

La frecvente joase circuitele electrice se pot prezenta prin scheme echivalente formate din
combinatii de componente RLC. In cazul alimentirii de la surse de energie cu semnale periodice
sinusoidale calcularea regimurilor permanente se executa cu metoda simbolica de calcul cu utilizarea
metodelor descrise 1n bazele teoretice ale electrotehnicii [2].

Mai multe dificultati se intdlnesc la calcularea regimurile tranzitorii, deoarece curentii si
tensiunile nu mai sunt semnale periodice si este necesar de tinut cont si de conditiile initiale, care pot fi
nenule. Calcularea regimului tranzitoriu necesitd obtinerea solutiei unor ecuatii diferentiale, care
descriu 1n timp procesele din circuit [2].

Distributia energiei electrice se face prin circuite electrice care au sarcinile distribuite, iar
tensiunile in punctele de racord depind de toate sarcinile conectate la retea. Ca urmare este necesar de
rezolvat sisteme de ecuatii cu multe necunoscute, utilizand instrumente de calcul destul de complexe,
cea ce poate crea dificultati la obtinerea solutiei cautate.

In prezenta lucrare se examineazi o abordare de utilizare a metodei curentilor de contur la
calcularea regimului in reteaua cu sarcini distribuite de tipul RLC.

FORMULAREA PROBLEMEI
Vom considera ca sursa de alimentare, sarcinile conectate la retea, precum si portiunile de retea
intre punctele de racord ale sarcinilor se pot prezenta prin componente cu parametri concentrati de tipul
RLC in diferite combinatii. Sarcinile sunt de tipul RL si RC, iar impedanta interna a sursei de alimentare
si portiunile retelei dintre punctele de racord prezinta elemente de tipul RL. Obiectivul investigatiei
constd in obtinerea valorilor curentilor in sarcini si a valorilor tensiunilor in nodurile de racord a
sarcinilor la retea in regim tranzitoriu la alimentarea de la o sursa de curent sinusoidal.

METODA DE CALCUL.

Pentru determinarea valorilor curentului si tensiunilor care caracterizeazd regimul in reteaua
electrica cu sarcini distribuite de tip rL si rC vom utiliza metoda curentilor de contur. In calitate de
ramuri principale vom defini portiunile de circuit ce descriu sarcinile racordate la retea, deci portiunile
rLsirC. In fig. 1 se prezintd schema echivalenti a unui astfel de circuit. Componentele in care are loc
disiparea energiei (pierderi) le vom nota prin r cu indicii respectivi, de exemplu

ro(sursa),ry,,r,,....r

B PO (portiuni de retea), r. ( sarcinad cu caracter capacitiv), I (Sarcind cu

n-1,n

caracter inductiv).
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Fig. 1.Schema echivalenta a linii cu sarcini RLC
Ecuatiile diferentiale ale circuitului cu sarcini electrice distribuite

Pentru orice contur din circuitul din fig.1 se pot scrie ecuatiile echilibrului tensiunii in forma
diferentiala pentru orice punct sau nod de record a sarcinilor. Vom examina pentru ilustrare o variant
simlicitd pentru care numarul nodurilor de conexiune ale sarcinilor n=1. Portiunile de circuit intre

nodurile vecine n-1 si n sunt prezentate de portiunile de circuit cu parametrii ', ,,L, ., , deci pentru
n=1 avem cazul r,,L, . Sursa de alimentare este caracterizatd de parametrii ' si L; .

Pentru contururile parcurse de curentii ic; si I, si conditii nenule initiale sunt valabile
urmatoarele ecuatii diferentiale:

+ L.[imdt +ug, (0) =e(t)

c. 1)

di
L= e(t).
dt

d

i
- C1l
(rg +rg, +re )i, + (Lo +Lg) g

(rg +rg, +r )i+ (L + L, +L.))

Notim marimile in sistemul de ecuatii marimile astfel: o +rf,+r, =R, o+ +1r, =R,
LE+L01: Lcu LE +|'01+|'L1: L1-

In caz general sistemul de ecuatii (1) pentru punctul de conexiune k se va prezenta de sistemul
de ecuatii integro diferentiale:

" di 1 "
Repiep + (Lg +3 Lo ) —+ Jicedt+ 3 ug, (0) = e(t)
dt  C., 3 (2)

" di
R+ (Lg + 3 Lo+ L) st* = e(t),

k=1

in care k =1,2,...,N - numarul de ordine a punctului de racordare a circuitului longitudinal
(fiderului).

Calcularea valorilor imaginilor curentilor prin portiunile transversale ale circuitului

Utilizand transformanta Laplace, sistemul de ecuatii (2), pentru conditii initiale nenule se

transforma intr-un sitem de ecuatii algebrice, care ne permite sa calculam valorile imagine 1., (p) si

I, (p) acurentilor circuitelor in schema echivalenta din fig.1.

n I
Reple (P)+ (L + > L, [ el (P) =i (0)]+ e (P)+ = ug, (0) = E(p)

k=1 PCCK P k- (3)
Riclu (p) + (L +Z Lo LLk)[pILk(p)_iLk(O)]: E(p).

Gruparea termenilor din sistemul de ecuatii (3) ne permite sa obtinem relatiile urméatoare:
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n n n

[ 10 ) 1 1
ck(p)L L lk)cckp +Rckcckp+1J:\\E(p)+(LE +Z Lk—l‘k)lck(o)i_z Uck(O)JC p
k=1 k=1
f
)l

(4)

n

p(L, +Z Lo tL )+ RLk}— E(p)+ (L, +Z Lery + L )i, (0).

Vom  nota  coeficientii de pe langd  variabilele necunoscute  astfel:

ch(p) = (LE + Z Lk—l.k )ch p + chccn p+1 ZLn = p(LE + z kal‘k + LLn)+ RLn’ In care n:]’Z’""’N'

Ecuatiile (4) permit calcularea valorilor imaginilor 1., (p),1  (p) functiilor original i, si i,

pentru toti curentii din portiunile transversal ale circuitului cu sarcini distribuite, inclusiv si pentru
regimul de compensare locala a puterii reactive in punctul de racordare.
Pentru a calcula valorile imaginilor curentilor in portiunile transversale, care sunt variabile
independente, vom utiliza relatia matriciala:
B(P)X (p) =Y (p), (®)
in care

X(p)= (1, (P) 1, (Pl (P 1, (P)yees T (P T () Ic”(p),lm(p))T - matricea transponati a
marimilor variabilelor necunoscute;

n

[ 1
Y(p):{{E(p)Jr(L + Ly, (0) - ZUM(O)Jclp E(p)Jr (L +L01+LL1)iL1(0)],
1

2 2

[ i 1
{E(p)+(LE+ic2(0)*Z LHvk——Z ug, (0) Czp E(p)+ (L, +ZL ‘k+LL2)iL2(0)J ......

k=1 k=1

n

{E(pw (REEIRCITS SRS uc"w)}cnp,[E(pw Loe> L, v, >Ln<0>} ~ matricea

k=1 P o« k=1

01 C1

transponatd a marimilor cunoscute, sau la utilizarea notarii r_ (p) - £(p)+ (L, + L,i,(0)- =3 u.,(0) ELC.

obtinem

Y (p) = [Fe,(P).Fl(P) Fe, (P)F (P FC‘N,l(p),FL,N,I(p),FCN(p),FLN(p)]T-
Matricea B(p) din ecuatia (5) este o matrice patrata diagonal cu impedantele de contur Z(p):

Z,(p) 0 0 0
z Ll( p) 0 0 . . - = 1
matrice diagonald patratd a impedantelor de
B(p) = - pe linga imaginile functiilor originale
0 0 T Zg () 0 cautate.
0 0 0 Z,(p)

Determinantul matricei  B(p) este egal cu produsul elementelor diagonalei principale
det|B|= INY z_ (p)z,, (p)- Pentrua determina valorile imaginilor functiilor original necunoscute este

s det‘B

necesar de calculat determinantii det ‘B , care se obtin din matricea B (p) prin

C.,2k-1 L,2k

substituirea coloanei « cu coloana v (p) atermenelor liberi a ecuatiei (5). Valorile marimilor calculate
se determind dupa regula lui Cramer:

det|B B det (B Q
I, = co] Jalp) | ““' o (P) , pentru k =1,2,3,...,N. (6)
detls| D (p) det[B| D, (p)

LC

In relatiile (6) valorile marimilor ciutate sunt determinate prin raportul a doud polnoame de gradul
m.,m_ (polinoamele Q. ,, , si Q,,,(p)) si polinomul D (p) de gradul n. Pentru ca solutia
sistemului (6) sd existe si sa fie unica este necesar ca numarul marimilor necunoscute sa fie egal cu

numarul ecuatiilor, iar det |B ( p)| #0.
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Calcularea valorii functiei imagine a tensiunii in punctul de racord

Determinarea valorii imaginii U, (p) a tensiunii in punctul k al circuitului se face utilizand

valorile marimilor I, (p) si I, (p):

[ 1 | det|B L. Cl o +#1)  Q (p)*(r..C_ +1)

UCk(p): ICk(p)|er+ | = e = =2 B ; (7)
L pCckJ det|B|* pC., pC., *D . (p)
det|B (r, +pPL,) 0 (p)*(r,, +pL, )
u Lk ILk(p)[(rLk + pLLk] = = & = —= - - . (8)
det|B] D..(p)

Daca ne referim la matricea cu determinantul
det|B(p)|= Do (P) = ZeiZiiZeaZ s Ze y sZonaZenzw =0 POlINOMuUl D (p) are ordinul n=3N . Deci

pentru N =3 gradul polinomului D .(p) vafi n = 9. Calcularea radacinilor polinoamelor de grad inalt

prezintd o problema dificild, dar cunoasterea valorilor radacinilor este o conditie necesara pentru a
determina expresia analiticd a functiei original cautatd, de exemplu, evolutia tensiunii In procesul
tranzitoriu in punctele de racord ale sarcinilor RLC .

Pentru polinomul D . (p) radacinile se calculeazi relativ simplu, deoarece acest polinom include

grupari similare de componete de gradul doi si de primul grad. Gruparea tipdcd pentru schema
examinata are urmatoarea Structurd (a,p*+a,p +1)(b,p + b,) = 0 . Determinare radacinilor se trdeduce la

calcularea lor pentru ecuatii de tipul a,p*+a,p+1-0 $i b p+b, =0 pentru fiecare din conturul selectat al
circuitului prezentat de fig.1.
Din ecuatia (4), reiese ¢ pentru punctul de racord k avem: . - (L +¥ L, ,,)c., - L,C

ck~ck !
k=1

b, = R, . Radacinile ecuatiei patrate si a ecuatiei de gradul unu:

n
a, = RCkCCk y b= L+ Z Lo T L =L v %o
k=1

2

2 2
b = _RCkCCk + \/(Rckckc) B 4Lck Cck*l _ _Rck + Rck B 4ch b, R, (9)
v 2L,,C 2L LT T L

Ck ~ Ck Ck KLk

in care z: _ Lee - impedanta caracteristica a conturului k .

Ck

Marimile p,, p,, P, sunt determinate de parametrii RLC a conturului k si se definesc ca constante
de timp, valorile cdrora se calculeaza din relatiile (14) si (15).

Relatiile (10)-(15) ne permit sa determinam in forma anlitica functiile original u., (t),u  (t) a
evolutiei tensiunii in toate punctele de racord la circuit ale sarcinilor r,,C ,r L, , caracterizate de

factorul de putere cos¢ , #cosg , #1.
Solutia analitica

VVom examina cel mai simplu caz n=1 pentru conditiiinitiale nule. Din ecuatia (7) obtinem:
IlCl(p) L101C1C1p2+R161C1C1p+1 = Fl(p)clclp
[ ] (10)
¢ p)[ Pl + RlLl] = F.(p).

Dupa formula lui Cramer calculam curentii:
det|B,., (p)] ,
det|B, (p)]
ceea ce ne permite sa determinam si valorile tensiunilor in punctul de racord a sarcinilor rC si rlL,
deci

aetfo. (o] (11)

La(p) = det‘Bl(p)‘

le.(P) =
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1 W‘ F (p)(r.,C.,p+1)
C J (L1C1C1c1p + RlClchlp +1)
F.(p)(r, + pL,,)

leLl + R1L].

Deoarece f (t) = e(t) = E_ sinwt, avem g (py_ tnlP) @ i dupa substituiri in (11), (12)

[
UlCl(p): IlCl(p)‘rC1+

L (12)
UlLl = IlLl(p)[( + pl— )]

p p2 + o
transformari obtinem relatiile de calcul aimaginilor fuinctiilor curentilor:
@ PCacs Qe (P)
her(P) = B0 7% : = E, ——
p(p + w)(Llclchlp + R1C1C1C1p +1) chl(p) (13)
IlLl(p):Em B 2 @ :Em QlLl(p).
p(p” +a )(pL,, +Ry,) D,.,(p)
si tensiunilor
C 1
U,..(p)=E, - . o (re, 01p2+ ) e Q... ‘
p(p" +@ )(L,C. P +R,Ceip+1) D,.(p) (14)
U -E o(r, + pL,) e Q,.,(p)
i - =

"p(pt e )Pl +R,) D, (P)

Pentru obtinerea functiilor original i, (t), i, (), u,., (1), u, , (t) este necesar de determinat raddcinile
pOIinoamelor D,c,(P)=p(p° +®)(L,.,Cre, P’ + R, ,Cre,P+1) =0, D, ,(p)=p(p"+a@’)(pL,,+R,,)=0. Aceste
polinoame au cate o radacind p,, = p,,, =0, respectiv raddcinile p,, .. si p,,,, coincid si se calculeaza

din relatiile: p* +o* =0, deCl p,, ., = p,s, =*io SAU  p,., = P,, = j@, P, =P, =-jo. Ecuatia

2 2

A < q1x otk 7R1c1+ (R1c1) 74(21(:1) .
L,e,C,e, P  + R ,Co,p+1=0 are radacinile Pyes = si
2 LlCl
Ry —\(Rie) =42 )" . : 5
Pacy = = ~—. Radacina polinomului pL,, +Rr,, =0 esteegald , _ _Ru.
2 LlCl L1L1
Functiile original a marimelor necunoscute se determina din relatile:
@ pjc1c1
1c1 =E Z A N

i= 1[(p +to )(L1c1c1c1pj + R1C1C1c1pj +1)+ pjzpj(L1c1C1c1p? + R1C1C1C1pj +1)+

Pt
e e

+p (p2+w2)(2L1Clclclpj+ RlClclcl)
i [2] Pt
WO "y’ °
11[(p + o )(pJL1L1 1L1)+pj2pj(ijlL1+RlL1)+pj(pl+m )LlLl]
5 o(rg,Cc,p; +1)
ulCl(t): Emz 2 2 -
1:1[(p1 to )(L1c1 1c1p +R.,C 1c1 P +1)+ P 2p (L1Cl 1Clp + R, C161p1+1)+
pjt
BN e
+p (p to )( 1<:1 1<:1p + RlClclcl)
w(r,, + piLLl) Pt
1L1(t) =E Z e

T I(pY+@°)(p, Ly, + R+ P,2p,(P,L,, + R )+ p, (P, +o”)L,,]
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