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Abstract: S-a determinat cimpul interior de temperaturd pentru banda B = (—w < x; < oz,
0= x;=a;), X= (X, X)) E B, £ =(&,,8;) €8 cu conditii de limita de tip Dirichlet. Pentru aceasta

preventiv s-a construit functia Green care verifica ecuatia Poisson pentru acest domeniu, apoi s-a construit
graficul functiei Green.
Pentru aplicare s-a analizat o banda cu urmdtoarele conditii: —b = x; = +b,0 = X3 = @5, pe latura

x5 = O este aplicat un gradient de temperatura Tyzq = const pe intervalul ¢ = x, = d,¢ <. d « . Pe latura
Xy = @3 un gradient de temperaturd T3y = €Ot pe intervalul f = x; = g,F < g < b. Sursa interioard de

caldura  F(&;,&) = 0. In final s-a construit graficul cimpului interior de temperaturd pentru acest
domeniu.

Cuvinte cheie: cimp interior de temperatura, functia Green, conditii de limita Dirichlet, ecuatia
Poisson.
1. Formularea generala a problemei:

Sa se determine cimpul interior de temperatura pentru banda B = (—oo « x; « 40,0 = x; = az),
(Fig.1), daca in interiorul ei este aplicatd o sursa de caldurd F(&;,&;), pe latura x; = ¢ un gradient de
temperaturd Tpq(¥;, 0), iar pe latura x; = @z un gradient de temperaturd T4 {1y, @z}
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Fig.1. Schema unei benzi B

2. Rezolvare:

Pentru determinarea cimpului interior de temperatura s-a folosit urmatoarea formula integrala generala
pentru domenii tridimensionale [5]:

& . 7
1) =7 [ R0 D)~ f i) T ar, o)+ [ 56t dr, G0 +
Iy
+a™t f[ﬁﬂ?o)'f'ﬁa;:f:} G (Yo, x 3T (Vo ) (1)

Ty

210



In relatia (1) a este coeficientul de conductibilitate termica, & este coeficientul schimbului conectiv de

caldurd, F({} — sursa interioara de caldurd a corpului, T{¥) — temperatura datd pe o suprafatd I', %w —
]
fluxul de caldura dat pe o suprafatd I'y, iar (&T (¥} + a%) este schimbul de céldura dintre suprafata I'y;
1]
aalyg.xl

si mediul exterior, G(Yyy, X} este functia Green, iar este derivata pe normala exterioara a functiei

B

Green. 'y, 'y, 'y sunt conditiile de limita pe fiecare suprafata a corpului, respectiv:

- TI'p — conditia de limita de tipul Dirichlet;

- I'y — conditia de limita de tipul Neumann;

- T — conditia de limitd de tip mixt.

In cazul benzii B conditiile de limitd sunt: pentru laturile x; = 0 si x; = @, conditii de limita de tip
Dirichlet (I'p}. Pentru aceastd banda conditia de limitad de tip Neumann I'y; = O si conditia de limita de tip
mixt 'y = 0. Conform formulérii problemei, expresia (1) se va scrie in felul urmator:
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In (2) s-a avut in vedere schimbarea semnului pentru a doua integrald, deoarece normala pe suprafata
x5 = 0 este contrar directiei axei de coordonate ,,x,”. Tot din aceeasi relatie se observa cé pentru a determina

cimpul interior de temperatura este necesar de a construi functia Green care verifica ecuatia Poisson pentru
banda B.

2.1. Se construieste functia Green care verifica ecuatia Poisson:
V2G(x, ) = —8(x — &), (4)
pentru un domeniu in forma de banda B, cu urmatoarele conditii de limita de tip Dirichlet:

g 7 G=0; x; =0; —oo < x; < +00
(5)

I3 7 G=0; x5 = @ —00 = X « +oo,

Deoarece aceasta este o problema pentru domenii nelimitate {—o= < x; < 4o}, functia Green G(x, &}
trebuie s ia o valoare finita la infinit:

GIx,_:-I_*-xr . o, {6)
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Conform surselor [1,2,3] construirea functiei Green pentru banda B de doud dimensiuni ce verifica
ecuatia Poisson se reduce la construirea functiei Green de o dimensiune. Ulterior pentru construirea functiei
Green pentru ecuatii ordinare se va folosi algoritmul prezentat [1,2,3].

Conform [3] si raspunsul la problema 4.1 pag. 17 expresia finala a functiei Green in functii elementare

are urmatoarea forma:
1 E;
G(x, &) =—In—, 7
(.8} =—In4 ()

unde functiile E;, E se vor determina dupa urmatoarele expresii:

Eie _ i BEC
E,=1- 263 ‘Eilms—ﬂ (xg+&3) +em™ ),
: (8)
Eio _ i B _
E=1—2e8" eE"jt:ﬂ-."';—ﬂ (x;—&;) +em™* 5,

2
2.2.Construirea graficului functiei Green.

Folosind programa Maple 18 s-a construit graficul functiei Green (7) pentru banda cu intervalul
-b=x;=+bb=10m0 = x; = gz, 8; = 10m, daca pe latura x; = 0 5i x; = @3, 6 = 0. Punctul de
aplicare a impulsului unitar are coordonatele £, = 0mt, {5 = 5m.

a) b)

Fig.2 Graficul functiei Green pentru banda cu conditii de limita de tip Dirichlet

Graficele din Fig.2 reprezinta aceeasi functie aratata din diferite parti, daca le analizdm putem afirma:

- daca punctul de aplicare cu coordonatele (&;,§5) va coincide cu punctul de raspuns cu coordonatele
(x4.%xz), atunci functia G—o in comparatie cu celelalte marimi. Aceasta se datoreaza expresiei
“—InE” din relatia (7), si anume dacd x coincide cu ¢ atunci “—InE = +e”;

- se respectd conditiile de limitd impuse initial, cum se vede din Fig.2. a), & = @ pentru x; = 0, si din
Fig.2. b), G = 0 pentru x; = @;. Daca variabila x; = foo atunci G = 0

- graficul este simetric in raport cu planul care trece prin punctul £; = 0m si respectiv In raport cu
planul care trece prin punctul {5 = 5m.

3. Aplicarea functiei Green la determinarea cimpului interior de temperatura.
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S-a determinat cimpul interior de temperaturd, si s-a construit graficul pentru banda B cu intervalul
—b=xy=-+b b=15m,0 =x; =a; a; = 10m, dacd pe latura x; =0 pe intervalul ¢ = x; = d,
¢ =—7m,d = 1m actioneazd un gradient de temperaturd T,; = 80K. Pe latura x; = @; pe intervalul
f=x3=g, f=—2m,g=5m actioneazd un gradient de temperaturd T;; = 100K. Sursa interioard de

caldura este egala cu zero.
Folosind relatia (2) si conditiile problemei enuntate mai sus rezultd: sursa interioara de caldura

F({u.8) =0

Astfel expresia (2) va cipata urmatoarea forma:

d g
T(xy.x3) = f T (. 03Qa0 (0, X030, x5 3y — }-Tf.}'v @3 )}Q21 (Y1, X1 07, %5 )y (9)
c f

Pentru determinarea cimpului interior de temperatura se utilizeaza relatia (9).
Se deriveaza functia Green (7) pe normala exterioara la laturile Xz = 0 §i x; = @5 date in relatia (3),

apoi se substituie n expresia (9). Se simplificd termenii asemenea si se obtine urmatoarea formula integrala:
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Pentru a rezolva expresia (10) se va calcula in parte fiecare integrala:
T(xy. %) = Ty (xq, %5} + T3 (x4, %5 ). (11}

Se rezolva T;(%,,%5). Se scot constantele in afara integralei, pentru rezolvare se foloseste sursa [4], se

iy
< iy =xy) .
noteaza: £ = e%@" e s1m = —2¢08

d
Too  ®X; @y dt
Nixpxg)=—s8ln—— ) —————. 12
1(%2%2) @5 @ w) 1+ mt + £2 (12)

T . . .
—2 si se obtine integrala:
fz

Se rezolva integrala (12) si se inlocuiesc notarile facute, se obtine urmatoarea expresie:

EC:T&—.T:_:[ MRy,
Gz * — CgE—

Ty (X, %) = - arcg T = o (13)
Gz
Rezultatul final al integrarii este:
E iy
Ty gt _ cos—= gag ) _ cos—=
T(xy,x5) = o arctg pr. 1 £ — arctg P 1. (14}
g g
In mod analogic se rezolva si T (x;,%5}, rezultatul final a acestei integrale va avea forma:
pry pry
T, g3 4 cos—= g3t T cos —=
Ty(xq,%;) = —|arctg - — arctg |- (15}
by ﬁil‘lg ﬁil‘lg

In forma finald cimpul interior de temperatura se calculeaza cu urmatoarea expresie:
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T, P cos—=2 g/ T 4 cos—=
-+ —|arctg = & — arctg = 1. (16}
i sin—= sin—=
Qg Qg

S-a folosit programa Maple 18 si s-a construit graficul cimpului interior de temperaturad (16), unde s-a

avut in vedere conditiile initiale ale problemei.

b)

T/K]

Fig.3 Graficul cimpului interior de temperatura pentru banda

Graficele din Fig.3 reprezintd cimpul interior de temperatura pentru banda B aratat din diferite parti.

Analizind aceste grafice putem afirma:

- programa nu a construit graficul in imediata apropiere a ordonatei Xz = @, din motiv cd functia nu

este definitd In acest punct. Se studiazd asimptotica acestei functii pentru a verifica conditiile de limita.
Pentru aceasta s-a calculat limita functiei Ty (%4, %) cind Xz = O din partea dreapta, pe intervalul ¢ < x; < &

si in afara acestui interval d < x; < €.

]ngl_mfli:xl, Xz} (17}

Xy

Se calculeaza limita functiei pentru intervalul € <. X4 <. @ cind X3 — 0 din partea dreapta :

. TmL . \ ]
i 7300, = 22 i v+ i g @
lim T T 19
Sm Tt =G 5) = T 19

Se calculeaza limita functiei pentru intervalul & <« %, « ¢ cind x; — 0 din partea dreapta :

lim Tlﬁxrx;)=?;z—°L:im arctgee — lim art:tgoe]: (20}

Ko =0+ 0 =50 Fg— Q-0

214



Top & W
llm T X1, X ——(———) 0. 21

Ky 1(xg,%5) T b2 2 (21}
- programa nu a construit graficul nici in imediata apropiere a ordonatei x; = @&, din motiv ca functia

nu este definitd nici in acest punct. Se studiaza asimptotica acestei functii pentru a verifica conditiile de
limitd. Pentru aceasta s-a calculat limita functiei T;(x;,%;} cind x; = @, din partea stingd, pe intervalul

f < x4 <. g siin afara acestui interval g . x5 < f.

lim Tp(x.,%5) (22}

.Tz-"ﬂz—ci

Se calculeaza limita functiei pentru intervalul f = %, <. g cind X3 = @ din partea stinga :

T3y
lim Tg (X5.%z)=—| lim aretgee+ lim arctgoa] ; (23}
Ko =g - pra z-ﬁz-c‘ ."Fz-’ﬁz-ci
lim oF (x5,%5) = h(ﬁ ﬂ) T. (24)
wpmag—p 212 T Y2 2 21

Se calculeaza limita functiei pentru intervalul ¢ . x; < f cind x; = @ din partea stinga :

Tyq
lim Tz (x3.%)=—| lim aretgee — lim arctgoa]; (25}
Fgp—Rp— i —idg— 0 Fp—=@g—0
lim T,(x, %)= E(E— E) ] (26)
rpmtip—g 2012 % %2 2 .

- se respecta conditiile de limita impuse initial, pentru latura x; = ¢ cum se vede din Fig.3 a) si (19)
— T3(x3,%5) = T3 = 80K pentru ¢ « x4 <. d, iar din expresia (21) — T3(x4, %5} = 0 pentru intervalul
d « x, = ¢. Pentru latura x; = @5, cum se vede din Fig.3 b) si (24) — Tp(x3.%3)} = T3; = 100K pentru
F = x;< g, iar din (26) — F3(x;,%;)} = O pentru intervalul g < x; == f. Daca variabila x; — £ atunci
T(xpx3) =G

- deoarece gradientele de temperaturd Tyq si Fy; sunt aplicate pe diferite intervale ale laturilor benzii,
graficul functiei este asimetric. Daca s-ar fi construit graficul de la un singur gradient de temperatura aplicat

pe o latura sau de la doua gradiente aplicate pe acelasi interval dar pe laturi diferite atunci el ar fi fost
simetric in raport cu planul care trece prin mijlocul intervalului.

Concluzii:

1. Relatia cimpului interior de temperatura (16) poate fi folositd pentru determinarea cimpului de
temperatura pentru banda cu orice dimensiuni si valoare a gradientului de temperaturd care actioneaza
pe un anumit interval pe laturile x; = @ si/sau x; = a@;. Dacd temperatura nu va fi o constanta ci o
functie, atunci va fi necesar de calculat din nou integrala (9).

2. Cimpul interior de temperaturd deja determinat poate fi folosit In domeniul termoelasticitatii la
determinarea deplasérilor si tensiunilor termice in banda.
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