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Rezumat: Se prezinta o metoda alternativa de deducere a ecuatiilor Navier-Stokes pentru miscarea laminara a
fluidelor vdscoase incompresibile, bazatd pe legile fundamentale ale dinamicii clasice si fizicii moleculare. Pentru
transformarea integralei de suprafatd in integrald de volum, se recurge la relatia integrald a gradientului.
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Introducere

Miscarea laminara a fluidelor vascoase incompresibile este guvernatd de ecuatiile Navier-Stokes. Prima
demonstratie matematici a acestor ecuatii a fost datd de matematicianul francez Claude-Louis-Marie-Henri
Navier, in anul 1822, plecand dintr-un rationament bazat nu atat pe actiunea fortelor moleculare, cat pe ipoteze
arbitrare [1]. Cu toate ca a fost primul, care a completat ecuatiile lui Euler din dinamica fluidelor ideale cu un
termen care ia in vedere fenomenul de frecare interna, Navier nu a recunoscut semnificatia fizica a viscozitatii,
atribuindu-i coeficientului de viscozitate proprietatile unei functii intermoleculare. Totusi, nu ar trebui sa fim
prea exigenti fatd de opera matematica a lui Navier, deoarece includerea fenomenului de frecare interna in
ecuatiile lui Euler parea o problema dificila chiar de la bun inceput, datoritd faptului ca aceste ecuatii descriu
fluxul de viteza macroscopic al fluidului, in timp ce disiparea energiei se produce la nivel microscopic. O
demonstratie asemanatoare a prezentat fizicianul francez Simon Denis Poisson, in 1829, dar ecuatiile stabilite
de el aveau si se deosebeasca de forma finala printr-un termen suplimentar ce contine derivata presiunii. Intre
timp, matematicianul francez Augustin Louis Cauchy stabileste ecuatiile fundamentale ale miscarii mediilor
continue n functie de tensiuni, care aveau sa marcheze dezvoltarea dinamicii fluidelor vascoase. Demonstratia
fenomenologica este axatd pe ecuatiile lui Cauchy si a fost data de fizicianul francez Adhemar Barré de Saint-
Venant, in anul 1834, si de fizicianul britanic de origine irlandeza George Gabriel Stokes, in anul 1845.

in cei aproape doua sute de ani de cercetare in domeniul dinamicii fluidelor vascoase, atentia
cercetatorilor s-a orientat nu atét asupra elaborarii unor metode simple de deducere a ecuatiilor Navier-Stokes,
cat asupra rezolvarii lor. Pana in prezent literatura de specialitate nu oferd metode alternative de deducere a
ecuatiilor mentionate. Exceptie, in acest sens, face lucrarea [2], in care autorul stabileste relatia de calcul a
fortei de rezistentd — partea vulnerabila a ecuatiilor — pe baza primei teoreme a impulsului (teorema cantitatii
de miscare), simplificand astfel deducerea ecuatiilor Navier-Stokes.

1. Formularea problemei

Deducerea ecuatiilor de miscare ale fluidelor vascoase chiar si pentru fluidul incompresibil — cazul mai
idealizat si mai simplu — intdmpina dificultati mari, mai ales de ordin matematic, motiv pentru care nu se
predau studentilor UTM. Metodele existente presupun aplicarea unor rajionamente matematice artificiale,
lipsite de o0 semnificatie fizica clara. Pentru elaborarea unei metode simple si clare de deducere a ecuatiilor
Navier-Stokes, in conditiile mentionate, S-a impus realizarea acestui studiu, bazat pe transpunerea principiului
lui d"Alembert si a legii frecarii vascoase a lui Newton pentru miscarea unidirectionala.

2. Ecuatiile de miscare a fluidelor vascoase incompresibile

Pentru determinarea formei generale a ecuatiilor de miscare a fluidelor vascoase incompresibile, se
considera un fluid in migcare laminara, din care se separa un element oarecare de fluid cu volumul 4, limitat
de suprafata inchisa o (fig. 1). Studiul echilibrului dinamic al acestuia poate fi facut prin solidificarea lui si
aplicarea principiului lui d”Alembert fortelor care actioneaza asupra volumului ¢
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care poate fi scris si sub forma legii a doua a dinamicii clasice
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unde Fir Fear Fs si F. sunt respectiv forta de inertie, exterioara, superficiala (de presiune) si de rezistenta

Dv . .
cauzati de viscozitate, m — masa fluidului continut in elementul considerat, iar Dt acceleratia centrului de

masa al acestui element. Se presupune ca cele doud ecuatii vectoriale se respecta in orice punct al domeniului
tridimensional ocupat de fluidul in miscare.
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Figura 1. Element de fluid in miscare, solicitat de forte exterioare, superficiale si de rezistenta.

Prin suprimarea fluidului din exteriorul suprafetei o , este necesar sa se inlocuiasca actiunea acestuia cu
un sistem echivalent de forte. Fie un element de suprafatd de arie do, ca In figura 1. Pe acest element se

exercita forta de suprafati dF, = p,do=—pfdo,in care P, este vectorul tensiune, p—presiunea

hidrostatica, iar i —vectorul unitar al normalei pe elementul de suprafata dirijat catre exterior. Se poate
considera ca aceasta forta elementara este aplicatd in centrul de masa C al elementului de arie do. Pentru

intreaga suprafata inchisa o , rezultanta fortelor de suprafata IfS are expresia
F, = §f B,do = —ff pfido = —[[] vpd, 3)
o o 3

unde pentru transformarea integralei pe suprafata inchisa o 1n integrald de volum s-a aplicat formula integrala
a gradientului [3, 4].
Fie acum un element de volum d4 si de masa dm = pd 4 (fig. 1). Aceastd masa se deplaseazi cu viteza

V si este supusd actiunii unei forte exterioare elementare dF,, = pfd$, unde f (fx, f,, fz) este vectorul de

densitate al fortelor exterioare. Pentru intregul element de fluid de volum 9, forfa exterioara este
Fou = Il pld 5. (4)
3
. . . L= Dv A
Tot asupra elementului de volum d& actioneaza si forta de inertie dF, = —deS. Pentru intregul
t

element fluid de volum 9, forta de inertie F, este

Vg, ()

=l
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Pentru calculul fortei de rezistenta la migcarea laminara a fluidelor vascoase incompresibile, se recurge
la aplicarea legii frecarii vascoase a lui Newton unei particule fluide de forma unui paralelipiped elementar de
dimensiuni dx, dy, dz. Pentru inceput, se examineaza miscarea unidirectionald in lungul axei OX (fig. 2).

Considerand tensiunea tangentiala 7, liniard cu lungimea, forta de frecare care se exercita intre doud straturi
oarecare, vecine, aflate la distanta dz unul de celalalt, este

0 0
dF, , =| 75 + =2 dz |dxdy — 7,,dxdy = 2 dxdydz. (6)
' 0z oz
Potrivit legii frecarii vascoase a lui Newton [3, 4],
7 A tensiunea tangentiala de frecare intre doud straturi oarecare,
VX(Z) vecine, din fluidul vascos in miscare unidirectionald este
direct proportionala cu variatia liniard a vitezei in sens
4+ ﬁdz transversal directiei generale de miscare, adicd 7,, = u 5 X
oz . . O
—> In ipoteza constantei coeficientului de viscozitate dinamica
y 1, pentru forta de rezistentd care se exercitd in planul XOZ
N
"3‘ se obtine
4 T 2
0 ov o°v
N dF,  =—| u—= |dxdydz= g—>dxdydz. (7)
e 62( oz j oz’
O X Similar se obtin expresiile fortelor de rezistenta cauzate de
dx variatia cantitatii de miscare in celelalte doud plane:

o°v

Figura 2. Schema de calcul a fortei de dF, = u ayzx dxdydz; @
rezistenta.
o%v,
dF, . = H Ve dxdydz. 9
Forta de rezistenta exercitata pe directia OX este
d’v, o’v, 0%,
dF, . =,u( v + Y + por dxdydz. 20)
Relatii similare se pot scrie si pentru celelalte doud proiectii ale vitezei Vy si Vs
o*v, o*v, d%, .
dF,, = u Ve + o + o dxdydz; (17
o%v, o, v
dF,, = £+ —++—- |dxdydz. 12
. /{axz oyt at y 42

In consecinta, forta de rezistentd exercitatd asupra particulei fluide devine
dF, =dF, i +dF, j+dF, k=

o%v. 8%v. 0% . o*v, o*v, v . o%v. 0%, o _
= u] — 4+ —F 4 |dxdydd + u LY+ Y |dxdydg + p| — 2 +—2+—2 |dxdydk =

x> oy? o’ x> oy ozt x> oyt ozt

= pAV, dxdydz + AV, dxdydg + pAv,dxdydzk = pAVdxdydz = ©AVd S,
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unde i, j, k sunt versorii axelor de coordonate, AV — operatorul lui Laplace in trei dimensiuni, aplicat
functiei vectoriale V(vx, Vy,V, ) iar Av,, Av, si Av, — operatorii monodimensionali ai lui Laplace.

Rezultanta fortelor elementare de rezistenta este
F.= jg HAVA G . (14)

Intre cele patru forte, care se exercita asupra elementului de fluid de volum 4, se poate scrie, in baza
principiului lui d”Alembert, relatia vectoriala

o2 dg+ [ A9 [[| VP + [ saVd =0, (15)
g Dt g g 9
Sau
m(pﬂ—pth—yAvjds:o. (16)
9 Dt

Deoarece nu s-a facut nici o ipoteza cu privire la marimea volumului &, se poate deci considera si cazul
cand volumul 9 tinde spre zero. Astfel, se obtine ecuatia diferentiala de miscare a fluidelor vascoase
incompresibile in forma vectoriala,

Dv - 1 _
—=f -——Vp+0vAV, a7
Dt Yol

care proiectata pe axele sistemului trirectangular de coordonate devine

dv, _ Ll oV, 4_62vX +82vX

dt  * p ox x? oy et )

dv 1 8 o%v, 0%v, o%v

o = R T Ty T (18)
dt p oy OX oy 0z

d o’v, o, &
VZ:fZ—i-@ﬂ) V22+ VZZ+ VZZ :
dt p oz OX oy oz

Sistemul de ecuatii diferentiale (18) reprezinta ecuatiile de miscare ale fluidelor vascoase incompresibile
in forma scalara si sunt valabile pentru orice mediu continuu si deformabil in migcare laminara. Ele exprima
legea conservirii cantitatii de migcare.

Concluzii

1. Metoda alternativd de deducere a ecuatiilor Navier-Stokes pentru miscarea laminard a fluidelor
vascoase incompresibile are la baza principiul lui d”Alembert si legea frecarii vascoase a lui Newton pentru
miscarea unidirectionald. Pentru transformarea integralei de suprafata in integrala de volum, se aplica relatia
integrald a gradientului.

2. Operatiile matematice efectuate au o semnificatie fizica clard, ceea ce conferd metodei o larga
aplicabilitate.
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