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Abstract: Electoral systems with proportional representation when using Lijphart, Gallagher, Square 

deviation and d’Hondt indices are investigated. Analytical expressions for the maximal value of used 
criteria for the optimal solution are obtained.  
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1. Introducere 
 
Caracterul în întregi al numărului de decidenţi şi, de asemenea, al numărului de opţiuni în sistemele de 

luare decizii multiopţionale prin votare cu reprezentare proporţională (RP) conduce deseori la 
disproporţionalitatea reprezentării voinţei decidenţilor în opţiunea finală (decizie) [1-3]. 
Disproporţionalitatea în cauză depinde şi de regula „voturi-decizie” (VD) aplicată. Sunt formulate mai multe 
asemenea reguli, folosite în diverse situaţii sau chiar în situaţii similare. De rând cu alţi factori care ar putea 
influenţa alegerea regulii VD pentru un caz concret, este şi cel privind disprporţionalitatea soluţiei optime. 
Valoarea acesteia depinde de indicele de apreciere a disproporţionalităţii şi, de asmenea, de regula VD 
folosită. Fiecare regulă VD minimizează disproporţionalitatea în cauză în sensul unui anumit criteriu de 
optimizare [4]. Nu s-a ajuns încă la un indice de apreciere a disproporţionalităţii universal acceptat.  

În lucrare se cercetează disprporţionalitatea maxim posibilă a soluţiei optime pentru 4 indici de apreciere 
a disproporţionalităţii: Lijphart (IL), Gallagher (IGa), Abaterii pătratice (ISD) şi d’Hondt (IH).  

 
2. Esenţa celor patru indici de apreciere a disproporţionalităţii distribuirii mandatelor 
 
Cele mai cunoscute practici privind folosirea sistemelor de votare sunt, probabil, cele ce ţin de scrutinele 

electorale. De aceea, în continuare, aspectele abordate privind asemenea sisteme se vor cerceta, fără a 
diminua din universalitate, prin prisma scrutinelor electorale cu reprezentare proporţională de liste de partid 
(coaliţii, blocuri) – RP. Fie:  

M – numărul total de mandate în organul electiv;  
n – numărul de partide care au atins sau depăşit pragul electoral; 
V – numărul total de voturi exprimate valabil pentru cele n partide; 
Vi – numărul de voturi exprimate în favoarea partidului i, V1 + V2 + … + Vn = V; 
xi – numărul de mandate ce se alocă partidului i, x1 + x2 + … + xn = M; xi ≥ 1, ni ,1 = . 
Reprezentarea proporţională, presupune reprezentarea egală a drepturilor alegătorilor în organul electiv şi 

are loc (vezi, de exemplu, [1]), dacă au loc egalităţile 
 

nivm ii ,1  , == ,      (1) 
 
unde vi = 100·Vi/V este procentul voturilor acumulate de partidul i, iar mi = 100·xi/M – procentul mandatelor 
distribuite partidului i. Dar din cauza caracterului în întregi al mărimilor Vi şi xi, respectarea egalităţilor (1), 
la distribuirea celor M mandate între n partide, de obicei nu se reuşeşte. Astfel, în sisteme reale, distribuirea 
mandatelor între partide poate fi cu abateri de la reprezentarea proporţională. 

Esenţa celor patru indici, specificaţi în p. 1, este următoarea. Indicele Lijphart [2] constituie devierea 
absolută maximă dintre mi şi vi 
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Indicii Gallagher [3] şi Abaterii pătratice [4] sunt foarte apropiaţi şi se determină ca  
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Indicele D’Hondt [4] reprezintă raportul minim dintre vi şi mi 
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3. Soluţii optime şi disproporţionalitatea acestora 

 
Cel mai favorabil, din punctul de vedere al minimizării disproporţionalităţii, este cazul distribuirii 

proporţionale a mandatelor, adică atunci când au loc egalităţile (1). Pentru acest caz, limita de jos pentru 
valoarea optimă a trei din cei patru indici cercetaţi este respectiv: 0*** === SDGaL III

(((
, % mandate. Aici, de 

exemplu, *
GaI  este valoarea optimă a IGa, iar *

GaI
(

 este limita de jos pentru *
GaI . Valoarea indicelui D’Hondt, în 

cazul distribuirii proporţionale a mandatelor, este maximă 1* =HI
)

. Prezintă interes cealalltă limită a indicilor 
cercetaţi – limita de sus pentru indicii Lijphart, Gallagher şi Abaterii pătratice şi cea de jos pentru indicele 
D’Hondt. 

Soluţia optimă *
GaI , în sensul minimizării indicelui Gallagher (6), se obţine, după cum este demonstrat 

în [4], conform metodei Hamilton şi 
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unde Rj, Mj Δ= ,1 sunt cele mai mari ∆M resturi din cele ∆Vi = Vi - Qai, ni ,1= . Aici Q este cota Hare, ai =  
⎡dVi⎤ = ⎡Vi/Q⎤, iar d = 1/Q reprezintă drepturile medii ale unui alegător în organul electiv. Să determinăm 
expresia pentru valoarea maximă *

GaI
)

 a *
GaI . Deoarece ∆Vi ≥ 0, ni ,1= , valoarea *

GaI
)

 se obţine, după cum se 
poate observă din (5), pentru un aşa scrutin, în care mărimile Rj, Mj Δ= ,1 au valoare cât mai mică, iar 
mărimile Rj, nMj ,1+Δ=  - valoare cât mai mare. Luând în consideraţie că în (5) Rj, Mj Δ= ,1 sunt cele mai 

mari ∆M resturi din cele ∆Vi, ni ,1= , aceste condiţii se îndeplinesc atunci şi doar atunci când ∆V1 = ∆V2 = 
∆V3 = … = ∆Vn şi, ţinând cont că 
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avem 
 

Ri = ∆Vi = ∆M/(nd) = ∆M Q/n, ni ,1= . (7) 
 

Înlocuind (7) în (5), în rezultatul unor transformări simple obţinem 
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Faţă de ∆M, funcţia ),,(* MnMIGa Δ este una de ordinul doi, concavă şi de aceea are un singur 
maximum. Considerând, temporar, că ∆M este o variabilă continue, din (8) obţinem 
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de unde, ţinând cont că ∆M este, totuşi, o variabilă în numere întregi, 
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sau, înlocuind în (8), 
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Aşadar, disproporţionalitatea maximă a soluţiei optime, în sensul minimizării indicelui Gallagher de 

distribuire a mandatelor în scrutine RP, este aproape liniar crescătoare faţă de valoarea raportului Mn / . 
Deoarece fiecare din cele n partide sunt reprezentate în organul electiv, adică xi ≥ 1, are loc relaţia  2 ≤ n ≤ 
M; de aceea valoarea *

GaI  nu poate depăşi 25 %. Deci ]25 ;0[* ∈GaI  %. 
Soluţia optimă, în sensul minimizării indicelui Lijphart (2), se obţine, după cum este demonstrat în [4], 

de asemenea conform metodei Hamilton şi 
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unde ∆Rk este cel mai mare dintre ∆M cele mai mici ca valoare complemente ∆Rj = Q - Rj  din cele n în total. 
Valoarea maximă a *

LI ca funcţie de ∆M poate fi prezentată în forma 
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unde expresia pentru max(min∆Rk) este obţinută în modul următor. În (10), valoarea ∆Rk trebuie să fie cât 
mai mare, dar să nu depăşească oricare din mărimile ∆Rj, nMj ,1+Δ= . Totodată, deoarece voturile ∆U, pe 
care în urma distribuirii optime le pierd partidele nMj ,1+Δ= , sunt egale cu voturile în exces ∆R ale 

partidelor Mj Δ= ,1 , obţinem ∑∑
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Aceste condiţii se îndeplinesc, dacă ∆Rj =1, 1,1 −Δ= Mj  şi Rk = Rj, nMj ,1+Δ= . Astfel, ∆MQ = ( ∆M – 1) 
(Q – 1) + (n – ∆M + 1)Rk, de unde Rk = (Q + ∆M – 1)/(n – ∆M + 1). Se poate uşor observa că odată cu 
descreşterea ∆M valoarea Rk descreşte, adică valoarea ∆Rk = Q - Rk creşte. Deci, deoarece ∆M  ≥ 1, valoarea 
∆Rk este cea mai mare la ∆M = 1 şi max(min∆Rk) = max{Q(1 – 1/n)}. Expresia (10) pentru 

),(max * nMI L este crescătoare faţă de n şi ţinând cont că n ≤ M, avem =)(max * MI L  

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

MM
11100max , care este descrescătoare faţă de M. Deci, ţinând cont că M ≥ 2, avem 
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şi ]%25 ;0[* ∈LI . 
Valoarea optimă *

HI , în sensul minimizării indicelui d’Hondt IH (5), se determină, după cum este 
demonstrat în [4], conform expresiei 
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unde Uh este numărul de voturi acumulate de partidul cu cel mai mic dintre cele ∆M ≤ n –1 cele mai mari 
raporturi Vi/(ai + ∆xi), iar Rh – restul de la împărţirea Uh la Q.  

Dacă distribuirea optimă a mandatelor nu este proporţională, adică 1* <HI , atunci 1 ≤ ∆M ≤ n – 1 şi cel 
puţin pentru un partid are loc ii ax >* . Să determinăm limita de jos *

HI
(

 a *
HI . Din (12) se poate observa că la 

1* <HI , are loc 0/* >∂∂ hH aI , adică funcţia *
HI (ah) este crescătoare. Ţinând cont că ah ≥ 0, pentru varianta 

minimă a *
HI  are loc ah = 0. Totodată, la ah = 0 şi ţinând cont de condiţia xi ≥ 1, ni ,1 = , avem ∆xh = 1. 

Astfel, luând în consideraţie (12), obţinem  
 

h
hh

hh
hHH Rd

xa
dRaRdII minmin),(min ** =
Δ+

+
==

(
. (13) 

 
Să determinăm valoarea Rh pentru care se asigură min *

HI . Din (13) rezultă că aceasta trebuie să fie pe cât 
posibil mai mică. Dar, conform regulii VD d’Hondt, trebuie să aibă loc inegalitatea Rh = Uh/(ah + 1) ≥ yk = 
Uk/(ak + 1), Kk∈ , unde K este mulţimea partidelor pentru care kk ax =* . Deci, mărimile yk, Kk∈  trebuie să 
fie pe cât posibil mai mici şi, deoarece 0/ >∂∂ kk ay , Δxk= 0, xk ≥ 1, Kk∈ , trebuie să fie ak = 1, Kk∈ . 
Totodată, deoarece voturile ∆U, pe care în urma distribuirii optime le pierd partidele mulţimii K, sunt egale 
cu voturile în exces ∆R ale partidelor mulţimii J pentru care jj ax >* , trebuie să fie şi Rk = Ro, Uk = Uo, 

Kk∈ . Astfel, are loc Rh = Uo/2 = (Q + Ro)/2, Kk∈ , de unde Ro = 2Rh – Q.   
De asemenea, la ∆U = ∆R = const, micşorarea Rh este posibilă doar din contul creşterii Rj la ∆xj = 1, 

hJj \∈ . Însă, ţinând cont că ∆xj = 1, Jj∈ , această creştere este limitată de sus de condiţia max{Uj/(aj + 
2), Jj∈ } = Uh/(ah + 1) = Rh, care, în scopul micşorării Rh, se transformă în Rh = Wo/(ao + 2) = (aoQ+ 
∆Wo)/(ao + 2), unde Wo = Uj, ao = aj, Jj∈ , iar ∆Wo este restul de la împărţirea Wo la Q. Are loc ∆Wo = Rh(ao 
+ 2) – aoQ. 

Deoarece suma tuturor celor n resturi Ri, ni ,1 =  este egală cu ∆MQ, avem ∆MQ = (∆M – 1)∆Wo + Rh + 
(n – ∆M)Ro = (∆M – 1)[Rh(ao + 2) – aoQ] + Rh + (n – ∆M)(2Rh – Q), de unde Rh = Q[ao(∆M – 1) + n]/[ao(∆M – 
1) + 2n – 1]. Are loc ∂Rh/∂∆M = n – 1 > 0. Ţinând cont că ∆M ≥ 1, celei mai mici valori a Rh îi corespunde ∆M 
= 1. Astfel, Rh = Qn/(2n – 1) şi, înlocuind expresia pentru Rh în (13), obţinem  
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Astfel, ]1 ;5,0(* ∈HI . 

 
4. Concluzii 
 
Sunt obţinute expresiile analitice pentru valoarea indicelui de disproporţionalitate în cazul distribuirii 

optime pentru patru asemenea indici: Lijphart, Gallagher, Abaterii pătratice şi d’Hondt. În baza acestora sunt 
specificate domeniile de definiţie a valorilor indicilor de disproporţionalitate pentru soluţiile optime. 
Rezultatele obţinute pot fi utile la selectarea indicelui de apreciere a disproporţionalităţii pentru sisteme cu 
reprezentare proportională concrete, în funcţie de situaţie. 
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