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Abstract: In the present paper, the authors described the implementation conditions of the
numerical experiments on a pendulum, suspension point of which vibrates (Kapitza's pendulum).
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. Introducere

in lucrarea clasici a academicianului P.L.Capita[1] se mentioneaza ca pe parcursul ultimi-
lor trei secole pendulul mecanic afost cel mai studiat sistem oscilant. Aceste cercetari au inceput in
secolul XVII, cand Galileo Galilel a observat izohronicitatea perioadei oscilatiilor mici ae pendulu-
lui si aconceput primul ceas cu pendul. Problema mare a pendulului consta in neliniaritatea puterni-
ca a oscilatiilor sale. Din aceasta cauza, practic, nici o problema in care se studiaza comportarea
pendulului nu are solutii analitice exacte. In multe cazuri metodele numerice sunt unicele mijloace
de solutionare a acestor probleme.

. Rezolvarea numerica si Simularea asistata de calculator a oscilatiilor pendulului ma-
tematic

Ecuatia diferentiala a oscilatiilor pendulului matematic de lungime L in campul de gravita
tie omogen cu intensitatea g, usor se deduce in baza legii all alui Newton si are forma:

= %sﬁna ) 1)

unde ¢ este unghiul de abatere a pendulului din pozitia de echilibru.

Ecuatia (1) este importanta pentru testarea metodelor numerice de rezolvare a ecuatiilor di-
ferentiale din doua puncte de vedere: 1-este puternic neliniara si nu poseda solutii analitice; 2-
solutiilee | (t) ei jé(t) intra in expresia pentru energiatotala a sistemului

L% (t)
2

E(t) = +Lg(1- cos( (t)) = const (2

care conform legii conservarii trebuie si ramana constanta pe parcursul timpului. Acest moment
poate fi utilizat pentru verificarea corectitudinii solutiilor numerice.

Solutiile numerice j (t) eij&(t) se determina in timp real cu gjutorul procedurilor Delphi
descrise in lucrarea [2]. Precizia de rezolvare numerica a ecuatiei (1) se verifica indirect cu gutorul
legii conservarii energiel

in figura 1 prezentam rezultatele experimentului numeric realizat in timp real pe parcursul
intervalului de timp 1000s. in acest interval de timp forma oscilatiilor nu s-a modificat, iar energia
totala a variat in intervalul £5E-9. Acest rezultat demonstreaza cert corectitudinea calculelor si €fi-
cacitatea agoritmului Runge-Kutta.
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Fig. 1. Rezultatul simularii oscilatiilor mari ale pendulului matematic
si evolutiaerorii de calcul numeric.

Simularea asistata de calculator a fenomenului derezonanta parametrica a pendulului ma-
tematic
Consideram ca punctul de suspensie a pendulului matematic efectueaza in directia verticala
oscilatii armonice cu frecventa circulara o si amplitudinea A. Ecuatia diferentiala care descrie mis-
carile pendulului in acest caz are forma:

=88 A2 cost) sing ) - 2 3)
eL L o

unde prin g este notat coeficientul de rezistenta fluida a mediului in care se produc oscilatiile pendu-
lului.

Interfata aplicatiei cu gjutorul careia se studiaza rezonanta parametrica a pendulului mate-
matic este prezentata in figura 2.
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Figura 2. Rezonanta parametrica a oscilatiilor pendulului matematic.
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in figura 2 se vad toti parametrii pe care utilizatorul ii poate modificain procesul de studie-
re a fenomenului de rezonanta parametrica a pendulului matematic. Concluzia principala a acestui
experiment numeric este determinarea frecventel excitatorului pentru care se observa vizual rezo-
nanta parametrica. Conform teoriei aceasta frecventa trebuie sa fie dubla fata de frecventa proprie a
pendulului matematic. Acest rezultat este reprezentat in figura 2, unde w, » 7rad/s, iar

w =14rad/s.

V. Simularea asistata de calculator a oscilatiilor pendulului Capita

in procesul de studiere a rezonantei parametrice a pendulului sa observat ca in anumite
conditii pendulul fizic efectueaza oscilatii in pozitie verticala. Teoria acestui fenomen a fost elabo-
rata de P.L.Capitasi publicata [1,2] in anul 1951. Dupa aceste publicatii respectivul dispozitiv afost
numit ,, Pendulul Capita’.

Pendulul Capita este un pendul fizic cu caracteristici apropiate de cele ae unui pendul ma-
tematic punctul de suspensie al ciruia oscileaza in directie verticala. In lucrarile [1,2] se dau dimen-
siunile pendulului si caracteristicile sursei de vibratii in baza carora relativ ssimplu se poate de con-
struit dispozitivul.

Ecuatia diferentiala care descrie miscarile pendulului Capita este dedusa in [1,2] si este re-
produsa in (1). Pentru rezolvare aproximativa a ecuatii (1), Capita a divizat miscarea compusi a
pendulului inversat in doud miscari: lentd si rapida. In rezultatul studierii acestor misciri a fost de-
dusa conditia de stabilitate dinamica a oscilatiilor pendulului inversat:

Aw
2 (4)
WO

si valoarea maximala a unghiului de abatere a pendulului inversat din pozitia de echilibru inversat
(¢=m)

2

aaw, 0
o (5)

e AW g
Conditiile (4) si (5) sunt deduse intr-un mod mai accesibil in lucrarea [4]. De asemenea in
aceasta lucrare sunt deduse formulele pentru frecventa oscilatiilor mici ale pendulului in jurul ambe-

lor pozitii de echilibru:

COS(0 ) = 2

a’w?

Wuzp = T - Wg, (5)
a’w?

W =2 ®

Scopul principal al acestei lucrari este implementarea pe calculator a unei aplicatii interac-
tive pentru realizarea experimentelor numerice asupra pendulului Capita. Formulele (4)-(6) sunt
utilizate pentru verificarea corectitudinii calculelor numerice in baza carora se realizeaza animatiile
interactive.

Fereastra principala a aplicatiei este prezentata in figura 3. In aceasta fereastra utilizatorul
poate seta valorile tuturor marimilor fizice care intervin in ecuatia diferentiala (1) si conditiile initia-
le (viteza unghiulara si unghiul initial de abatere a pendulului). Dupa apasarea butonului Start pen-
dulul incepe efectuarea oscilatiilor. O conditie importanta pentru realizarea oscilatiilor pendulului
inversat este criteriul (4). Vaoarea corespunzatoare acestui criteriu se afiseaza in fereastra aplicatiel.
Graficele din fereastra aplicatiel servesc pentru documentare si verificarea cantitativa a rezultatel or
experimentului numeric.

in figura 3 sunt reprezentate oscilatiile corespunzatoare echilibrului stabil sus (up) si jos
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(down). Perioadele calculate din aceste reprezentari grafice corespund relatiilor (5) si (6). De ase-
menea se verifica corect relatia (5) in care se determina amplitudinea maximala a oscilatiilor pendu-
lului inversat. Deosebit de importanta este aplicatia in cazul cand se studiaza oscilatiile mari ale
pendulului inversat pentru care nu exista cercetari teoretice.
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Figura 3. Interfata aplicatiel pentru studierea oscilatiilor pendulului inversat

V. Concluzii

Scopul experimentelor numerice descrise in lucrare nu este substituirea experimentel or rea-
le realizate in laborator; in linii mari experimentul numeric completeaza experimentul real cu in-
formatii utile |a etapa de planificare si realizare ainstalatiilor tehnice. In cazul procesului de instrui-
re experimentul numeric reduce substantial timpul necesar pentru demonstrarea fenomenelor fizice
si realizarealucrarilor de laborator.
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