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Abstract: In the present paper, the authors described the implementation conditions of the 
numerical experiments on a pendulum, suspension point of which vibrates (Kapitza's pendulum). 
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pendul inversat. 
 

I. Introducere 
 

În lucrarea clasică a academicianului P.L.Capiţa [1] se menţionează că pe parcursul ultimi-
lor trei secole pendulul mecanic a fost cel mai studiat sistem oscilant. Aceste cercetări au început în 
secolul XVII, când Galileo Galilei a observat izohronicitatea perioadei oscilaţiilor mici ale pendulu-
lui şi a conceput primul ceas cu pendul. Problema mare a pendulului constă în neliniaritatea puterni-
că a oscilaţiilor sale. Din această cauză, practic, nici o problemă în care se studiază comportarea 
pendulului nu are soluţii analitice exacte. În multe cazuri metodele numerice sunt unicele mijloace 
de soluţionare a acestor probleme.  

 
II. Rezolvarea numerică şi simularea asistată de calculator a oscilaţiilor pendulului ma-

tematic 
 

Ecuaţia diferenţială a oscilaţiilor pendulului matematic de lungime L în câmpul de gravita-
ţie omogen cu intensitatea g, uşor se deduce în baza legii a II a lui Newton şi are forma: 
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unde φ este unghiul de abatere a pendulului din poziţia de echilibru. 
Ecuaţia (1) este importantă pentru testarea metodelor numerice de rezolvare a ecuaţiilor di-

ferenţiale din două puncte de vedere: 1-este puternic neliniară şi nu posedă soluţii analitice; 2-
soluţiile ei )()( tєit ϕϕ & intră în expresia pentru energia totală a sistemului 
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care conform legii conservării trebuie să rămână constantă pe parcursul timpului. Acest moment 
poate fi utilizat pentru verificarea corectitudinii soluţiilor numerice. 

Soluţiile numerice )()( tєit ϕϕ & se determină în timp real cu ajutorul procedurilor Delphi 
descrise în lucrarea [2]. Precizia de rezolvare numerică a ecuaţiei (1) se verifică indirect cu ajutorul 
legii conservării energiei 

În figura 1 prezentăm rezultatele experimentului numeric realizat în timp real pe parcursul 
intervalului de timp 1000s. În acest interval de timp forma oscilaţiilor nu s-a modificat, iar energia 
totală a variat în intervalul ±5E-9. Acest rezultat demonstrează cert corectitudinea calculelor şi efi-
cacitatea algoritmului Runge-Kutta. 
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Fig. 1. Rezultatul simulării oscilaţiilor mari ale  pendulului matematic 

 şi evoluţia erorii de calcul numeric. 
 

III. Simularea asistată de calculator a fenomenului de rezonanţă parametrică a pendulului ma-
tematic 

Considerăm că punctul de suspensie a pendulului matematic efectuează în direcţia verticală 
oscilaţii armonice cu frecvenţa circulară ω şi amplitudinea A. Ecuaţia diferenţială care descrie miş-
cările pendulului în acest caz are forma: 
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unde prin γ este notat coeficientul de rezistenţă fluidă a mediului în care se produc oscilaţiile pendu-
lului.  

Interfaţa aplicaţiei cu ajutorul căreia se studiază rezonanţa parametrică a pendulului mate-
matic este prezentată în figura 2. 

 
Figura 2. Rezonanţa parametrică a oscilaţiilor pendulului matematic. 
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În figura 2 se văd toţi parametrii pe care utilizatorul îi poate modifica în procesul de studie-
re a fenomenului de rezonanţă parametrică a pendulului matematic. Concluzia principală a acestui 
experiment numeric este determinarea frecvenţei excitatorului pentru care se observă vizual rezo-
nanţa parametrică. Conform teoriei această frecvenţă trebuie să fie dublă faţă de frecvenţa proprie a 
pendulului matematic. Acest rezultat este reprezentat în figura 2, unde srad /70 ≈ω , iar 

srad /14=ω . 
 

IV. Simularea asistată de calculator a oscilaţiilor pendulului Capiţa  
 

În procesul de studiere a rezonanţei parametrice a pendulului sa observat că în anumite 
condiţii pendulul fizic efectuează oscilaţii în poziţie verticală. Teoria acestui fenomen a fost elabo-
rată de P.L.Capiţa şi publicată [1,2] în anul 1951. După aceste publicaţii respectivul dispozitiv a fost 
numit „Pendulul Capiţa”.  

Pendulul Capiţa este un pendul fizic cu caracteristici apropiate de cele ale unui pendul ma-
tematic punctul de suspensie al căruia oscilează în direcţie verticală. În lucrările [1,2] se dau dimen-
siunile pendulului şi caracteristicile sursei de vibraţii în baza cărora relativ simplu se poate de con-
struit dispozitivul. 

Ecuaţia diferenţială care descrie mişcările pendulului Capiţa este dedusă în [1,2] şi este re-
produsă în (1). Pentru rezolvare aproximativă a ecuaţii (1), Capiţa a divizat mişcarea compusă a 
pendulului inversat în două mişcări: lentă şi rapidă. În rezultatul studierii acestor mişcări a fost de-
dusă condiţia de stabilitate dinamică a oscilaţiilor pendulului inversat: 
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şi valoarea maximală a unghiului de abatere a pendulului inversat din poziţia de echilibru inversat 
(φ=π) 
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Condiţiile (4) şi (5) sunt deduse într-un mod mai accesibil în lucrarea [4]. De asemenea în 
această lucrare sunt deduse formulele pentru frecvenţa oscilaţiilor mici ale pendulului în jurul ambe-
lor poziţii de echilibru: 
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Scopul principal al acestei lucrări este implementarea pe calculator a unei aplicaţii interac-
tive pentru realizarea experimentelor numerice asupra pendulului Capiţa. Formulele (4)-(6) sunt 
utilizate pentru verificarea corectitudinii calculelor numerice în baza cărora se realizează animaţiile 
interactive. 

Fereastra principală a aplicaţiei este prezentată în figura 3. În această fereastră utilizatorul  
poate seta valorile tuturor mărimilor fizice care intervin în ecuaţia diferenţială (1) şi condiţiile iniţia-
le (viteza unghiulară şi unghiul iniţial de abatere a pendulului). După apăsarea butonului Start pen-
dulul începe efectuarea oscilaţiilor. O condiţie importantă pentru realizarea oscilaţiilor pendulului 
inversat este criteriul (4). Valoarea corespunzătoare acestui criteriu se afişează în fereastra aplicaţiei. 
Graficele din fereastra aplicaţiei servesc pentru documentare şi verificarea cantitativă a rezultatelor 
experimentului numeric.  

În figura 3 sunt reprezentate oscilaţiile corespunzătoare echilibrului stabil sus (up) şi jos 



4th International Conference “Telecommunications, Electronics and Informatics” ICTEI 2012 
 

 
Chisinau, 17—20 May 2012  

– 434 – 

 

(down). Perioadele calculate din aceste reprezentări grafice corespund relaţiilor (5) şi (6). De ase-
menea se verifică corect relaţia (5) în care se determină amplitudinea maximală a oscilaţiilor pendu-
lului inversat. Deosebit de importantă este aplicaţia în cazul când se studiază oscilaţiile mari ale 
pendulului inversat pentru care nu există cercetări teoretice. 

 

 
Figura 3. Interfaţa aplicaţiei pentru studierea oscilaţiilor pendulului inversat 

 
V. Concluzii 

 
Scopul experimentelor numerice descrise în lucrare nu este substituirea experimentelor rea-

le realizate în laborator; în linii mari experimentul numeric completează experimentul real cu in-
formaţii utile la etapa de planificare şi realizare a instalaţiilor tehnice. În cazul procesului de instrui-
re experimentul numeric reduce substanţial timpul necesar pentru demonstrarea fenomenelor fizice 
şi realizarea lucrărilor de laborator. 
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