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Cu privire la unele probleme

referitoare la dreapta si planul in spatiu
lurie Baltag

Abstract. Se examineaza urmatoarele probleme: Pozitia reciproca a doua drepte in spatiu;
Determinarea distantei minime dintre doud drepte si a punctelor de pe ele ce asigura aceasta
distantd; Pozitia reciproca a unei drepte si a unui plan; Determinarea punctului simetric in

raport cu un plan sau cu o dreaptd; Determinarea proectiei unei drepte pe un plan.

1) Fie dati vectorii directori ai dreptelor si cite un punct pe fiecare din
dreptele (a) si (b): a=(a,a,,a;), AX,Y,,2); b=(b,b,,0,),B(X,,Y,.2,).

Mai intai verificdim, daci vectorii dati sunt colineari. In caz afirmativ dreptele
sunt paralele.

Fie, ca vectorii nu sunt colineari. Atunci (a) si (b) se intersecteaza sau sunt
neconcurente.

Pentru a determina pozitia lor scriem ecuatiile parametrice ale dreptelor:

X=X +at X=X, +br
@:<y=y,+atteR;(b):<y=y,+br,reR. @
Z=17+at Z=12,+b,r

Daca dreptele se intersecteaza, atunci ele au un punct comun. Pentru a-l
determina rezolvam urmatorul sistem ce contine necunoscutele t si I
X, +at=X,+br
y,+at=y,+hr (2).
z+at=2,+byr
Sunt posibile urmatoarele doud cazuri:
1. Sistemul (2) are solutie unica, atunci dreptele se intersecteaza si
determinam punctul lor de intersectie.
2. Sistemul (2) este incompatibil, atunci dreptele sunt neconcurente.
2)  Fie date doua drepte neconcurente. Punem problema sa aflam distanta
minima dintre drepte si a punctelor de pe ele ce asigura aceastd distanta.
Cu acest scop alcatuim functia de doua variabile t si r ce descrie distanta dintre
orice doua puncte situate pe dreptele () si (b):

S(t,r) = (%, +at—X, —br)? +(y, +at—y, —b,r)? +(z, +at—z, —br)%. (3)
Din considerente geometrice este clar, cd aceastd functie poate avea doar un
singur punct de extrem si anume un punct de minim. Pentru a-l afla aplicam

conditia necesara de extrem:

© 2018 by lurie Baltag



Proceedings of the 26™ Conference on Applied and Industrial Mathematics
CAIM 2018, Chisinau, Moldova, September 20-23, 2018

{s{zo . {ai(xl+alt—x2—blr)+a2(y1+a2t—yz—bzr)+a3(zl+a3t—22—b3r):0 )

s, =0 b(x, +at—x,—br)+b,(y,+a,t—y,—b,r)+b,(z, +a,t—z,—-b,r)=0
Din sistemul (4) determinam coordonatele punctului de minim M(to,ro) si atunci
s(M) va fi distanta minima dintre drepte. Pentru a determina punctele de pe
drepte ce asigura aceasta distanta inlocuim in ecuatiile parametrice (1) t=1to, r =
ro .
Nota. Daca dreptele sunt paralele, putem lua pe una din ele un punct fix si atunci
functia (3) va fi de o singura variabila.
3)  Fie data ecuatia generald a unui plan: 7 :ax+by+cz+d =0. )
Inlocuim ecuatiile parametrice ale dreptei (a) din (1) in ecuatia planului si
obtinem o ecuatie de gradul 1 cu o necunoscuta t:
a(x, +a;t) +b(y, +a,t)+c(z, +z,t) +d =0. (6)
Sunt posibile urmatoarele trei cazuri:
1. Ecuatia (6) are solutie unica t = ty , atunci dreapta intersecteaza planul
intr-un punct. Pentru a afla coordonatele lui inlocuim aceasta valoare a lui
t in ecuatiile parametrice ale dreptei (1).
2. Ecuatia (6) nu are solutii. Atunci dreapta este paraleld planului.
3. Ecuatia (6) are forma Ot = 0, adica estre adevirata pentru orice t. In acest
caz dreapta apartine planului.
4)  Fie data ecuatia (5) a unui plan 7 si un punct M,(x,Y;,z,) in afara lui.
Pentru a determina punctul lui simetric in raport cu planul dat alcatuim ecuatiile
parametrice ale dreptei (a) ce trece prin punctul M; perpendicular pe plan si
aflam punctul de intersectie al acestei drepte cu planul. Ecuatiile acestei drepte
sunt de forma (1), in care inlocuim a, b, ¢ cu ay, by, C;.
Procedand ca si in cazul 3), aflam punctul M,(x,,y,,z,) de intersectie al dreptei

(@) cu planul. Apoi aplicam formulele mijlocului unui segment si determinam
punctul M, simetric  lui M,(x,y;,z;)) in raport cu planul dat:
M, =05(M, +M,) = M, =2M, - M,.

Daca trebuie sa aflam punctul simetric Iui M; in raport cu o dreapta (b) ce are
ecuatiile parametrice de forma (1), atunci alcatuim ecuatia planului de forma (7)
ce trece prin My perpendicular pe (b) si aflam punctul de intersectie al acestui
plan cu dreapta datd. Apoi, aplicand formulele mijlocului unui segment, la fel ca

s1 in cazul precedent aflam punctul cdutat.
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5)  Fie data ecuatia (5) a unui plan 7 si o dreapta (&) cu vectorul director a
ce trece prin punctul A. Pentru a determina ecuatiile dreptei ce reprezinta
proectia dreptei (8) pe planul dat deducem mai intai ecuatia planului =, L zce
trece prin dreapta (a). Cu acest scop aflam vectorul normal al acestui plan,
calculand produsul vectorial dintre vectorul director al dreptei (a) si vectorul
normal al planului  si alcatuim ecuatia planului cautat aplicind formula
ecuatiei planului ce trece prin punctul A(x;,y1,21) cu vectorul normal f;:

ﬁl = [36] :(al’bl’cl) = - al(x_xl)+b1(y_ y1)+c1(z_21) =0. (7)
Intersectia celor doua plane va fi dreapta ce reprezenta proiectia dreptei () pe
planul .

La finele acestei lucrari vom aduce un exemplu de aplicare a metodelor
expuse anterior.
Problema. Se dau ecuatiile parametrice ale dreptelor (a) si (b), un punct M; si

ecuatia unui plan m:

X=2+2t X=24r
(@):9 y=t ,teR; (b): <y=1-r,reR; M (-412); n: x+2y-z-2=0.
z=3+3t z2=3r

Sa se determine:
1. Pozitia reciproca a dreptelor (a) si (b), distanta minima dintre drepte si
punctele de pe ele ce asigura aceasta distanta.
2. Pozitia reciproca a dreptei (a) si planului 7.
3. Punctul simetric lui M in raport cu dreapta (b).
4. Ecuatia dreptei ce reprezinta proectia dreptei (a) pe acest plan.
Solutii: 1. Scriem vectorii directori ai dreptelor: a=(2,1,3), b =(1,-1,3).

Evident, ei nu sunt colineari, deci dreptele nu sunt paralele. Alcatuim pentru

24+2t=2+r 2t-r=0 3dt=1
aceste drepte sistemul (2): t=1-r =it+r=1 = t+r=1,
3+3t=3r t-r=-1 2t=0

Acest sistem este incompatibil, prin urmare aceste drepte sunt neconcurente.
Pentru a afla distanta minima dintre drepte alcatuim functia (3) si rezolvam
sistemul (4):

S(t,1) = /(2t=1)? + (t+1—1)% + (t—r +1)? =/6t2 +3r2 —4tr —4r.

s, =0 12t—-4r=0 2 6 . 2 6) V13
= =>t=—,r=—=mins=9§| —,=- |=—
s, =0 6r-4t—-4=0 7 7 77 7
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Punctele ce asigura distanta minima vor fi [N [
2. Inlocuim ecuatiile dreptei (a) in ecuatia planului si aflim valoare lui t ce
corespunde punctului lor de intersectie D:
2+2t+2t-3-3t-2=0=1t=3= D(9,312).

3. Scriem ecuatia planului 7, L (b) care trece prin punctul M1 , luand in calitate
de vector normal vectorul director al dreaptei (b); aplicam formula (7):

7 X=4—(y-1)+3(z-3)=0=x-y+3z-12=0 Apoi aflim punctul lor de
intersectie: 2+r—(1-r)+3@r)-12=0 = t=1= M,(3,0,3).
In sfarsit, aplicim formulele mijlocului unui segment si determindm punctul M2

simetric lui M1 in raport cu dreapta data:
M, =05(M, +M,) = M, =2M, — M, = (10,~1,4).

4. Deducem ecuatia planului 72+ 7ce trece prin dreapta (a). Cu acest scop
aflam mai intai vectorul normal al acestui plan, calculand produsul vectorial
dintre vectorul director al dreptei (a) si vectorul normal al planului 7:

i ] K
A,=[a-Al=2 1 3|=-7i+5]+3k.
1 2 -
Apoi luam un punct A(2, 0, 3) pe dreapta (a) si alcatuim ecuatia acestui plan:
7yt —T(Xx=2)+5(y-0)+3(z-3)=0= 7x-5y+3z+5=0.
Ludm intr-un sistem ecuatiile planelor si obtinem ecuatiile dreptei — proiectie:
7X-5y+3z+5=0 X
= .
X+2y-z-2=0 3 0 7
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