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Rezolvarea ecuatiilor prin metoda iterativa
Alina Turcanu, Rita Domentean

De obicei, ecuatiile care apar in practicd, au coeficientii obtinuti prin
anumite masurdri. Cel mai des acesti coeficienti nu pot fi calculati exact, ci in
mod aproximativ. La randul sau, radacinile acestor ecuatii sunt calculate cu o
anumita precizie, comparativ egala cu precizia de calcul a coeficientilor ecuatiei.
Astfel apare necesitatea de a rezolva unele ecuatii in mod aproximativ. Sunt
cunoscute foarte multe metode de rezolvare aproximativa a ecuatiilor si
sistemelor de ecuatii, cum ar fi: Metoda bisectiei (injumatatirii intervalului),
Metoda falsei pozitii (metoda coardei, metoda secantei, metoda impartirii
intervalului 1n parti proportionale), Metode de tip Newton, Metoda Jacobi,
Metoda Gauss-Seidel, Metoda suprarelaxarii, Metoda lui Richardson, Metoda
gradientului conjugat, etc.

VVom indica 0 metoda iterativa de rezolvare a ecuatiilor neliniare.

Avand o careva ecuatie neliniard de tipul f(x) = g(x), ea usor poate fi
transformata intr-o ecuatiec de tipul @(x) = x in felul urmator: @(x) = x +
fx) = g(x).

Metoda iterativa permite rezolvarea ecuatiilor neliniare pornind de la o
aproximatie inifiald a solutiei, a unui sir de numere care converg (sau nu) catre
solutia ecuatiei. In acest scop se construieste un sir de numere x,, , pentru care se
calculeaza @(x,) six,.1 = @(x,), n=0,1,2,... Amplasand aceste siruri in
sistemul cartezian de coordonate, se determina usor, in mod aproximativ solutia
ecuatiel @(x) = x.

Nu toate  ecuatiile neliniare pot fi rezolvate prin aceasta metoda ci
numai acelea care indeplinesc conditia necesara de convergenta: |<p'(x)| <1

Intr-adevir: se poate arata ci intre erorile de aproximare in doua iteratii
succesive e, si e, 1 exista relatia:

ent1 = Xnp1 — X = (6 —x") @ (x") = e - @'(x")
care permite stabilirea unei forme primare a conditiei de convergenta. Astfel,
pentru ca sirul aproximatiilor succesive sa fie convergent, eroarea
de aproximare trebuie sa scada intre doua iteratii consecutive, adica |e, 41| <
le, |, ceea ce conduce la |<p'(x*) < 1. Aceasta reprezinta 0 conditie necesara,
dar nu si suficienta pentru asigurarea convergentei. O valoare subunitara in
modul a derivatei ¢'(x*) garanteazi existenta unui interval (a, 8), in vecinitatea
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solutiei exacte x*, in care poate fi aleasa aproximatia initiala x,, astfel incat,
procesul iterativ sa fie convergent. De fapt, o conditic de forma |<p'(x)| <
<
1 este satisfacuta, dar aproximatia initiala este aleasa departe de solutia
exacta x*, structura functiei @(x) poate conduce la un proces divergent.

Convergenta procesului iterativ este guvernata de o teorema de punct fix

1trebuie satisfacuta in intregul interval (a, £). Chiar daca conditia |(p'(x*)

care, 1n principiu, impune urmatoarele conditii: pentru un interval (a, ), oricat
de larg, alegerea unei aproximatii initiale X, 1n interiorul acestuia, care sd
asigure convergenta, este arbitrarda dacd si numai daca functia @(x)este 0
aplicatie strict contractanta pe acel interval.

In matematici, teorema de punct fix a lui Banach, cunoscuti si sub
denumirea de principiul contractiilor, este un instrument important in teoria
spatiilor metrice; ea garanteaza existenta si unicitatea solutiilor ecuatiilor de
forma ¢(x) = x, pentru o0 clasa larga de aplicatii ¢ si furnizeaza, totodata, o
metoda constructivd de determinare a acestor solutii. Teorema a fost
demonstrata in 1922, de fondatorul analizei functionale, Stefan Banach (1892-
1945) si reprezintd o abstractizare a metodei aproximatiilor succesive, metoda
utilizatd in mod empiric incd din antichitate pentru rezolvarea ecuatiilor
numerice, si, in cazul ecuatiilor diferentiale, introdusd de Joseph Liouville in
1837 s1 dezvoltata sistematic de Emile Picard, incepand cu anul 1890.

Definitia 1. Se numeste spatiu metric (X, d), o multime X # @, inzestrata
cu metrica d, adica cu o functie d:X X X =R, care satisface urmatoarele
axiome:

1. Pentruvx € X, VyeX, d(x,y) =20s5id(x,y) =0 &x =y.

2. Pentruvx € X, Vy € X, d(x,y) = d(y,x).

3. Pentruvx € X, VvyeY, vze X, d(x,z) <d(x,y) +d(y,2).
Definitia 1. Fie (X,d) un spatiu metric. O aplicatie T:X — X se numeste
contractie pe X, daca exista q € [0,1) astfel incat oricare ar fi x,y € X

d(T(x), T()) < qd(x,).
Definitia 2. Fie T: X = X. Punctul x* € X se numeste punct fix al lui T, daca
T(x) = x.
Definitia 3. Sirul {x, } din X se numeste sir fundamental sau sir Cauchy, daca
pentru orice e>0, dk=k(e) € N, astfel incat, pentru
vnm >k, d(x,, x,) <E&.
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Definitia 4. Un spatiu metric se numeste complet (Freshe), daca orice sir
fundamental are limita in acest spatiu.

Teorema (Banach). Fie (X,d) un spatiu metric complet si T:X - X 0
contractie. Atunci T admite un punct fix unic x* € X (i.e. T(x*) = x*). Mai
mult, x* poate fi determinat prin metoda aproximatiilor succesive: se porneste
de la un element arbitrar x, € X si se defineste sirul x,,,q = T(x,), care
converge la x*: x,, = x™.

Observatie. Inegalitatile urmatoare sunt echivalente si descriu viteza de

convergenta.:
n

d(x*,x,) < 1q d(xq1,x0)

—q
. q
d(x 'xn+1) = md(xn+1rxn)

d(x", Xp41) < qd (X7, Xp).
Interpretarea geometrica a notiunii de "aplicatie strict contractanta"
a) Functia g(x) este o aplicatie strict contractanta pe un anumit interval daca
proiectia acestui interval pe axa Oy, prin curbay = g(x) se contracta.
b) In caz contrar, cand proiectia intervalului respectiv pe axa Oy, prin curbay =
g(x) se dilata, g(x) nu mai este o aplicatie strict contractanta.

b,
»=glx) ¥ =8

1

¥

v

{a) (h)

Evolutiile unor procese iterative convergente sau divergente sunt ilustrate
in exemplele de mai jos. In functie de semnul derivatei ¢’ in vecinatatea
solutiei x*, convergenta poate fi monotona (cazurile a) si b)), pentru ¢ (x*) > 0,
sau oscilanta (cazurile c) si d)), pentru ¢’(x*) < 0. De asemenea, in cazurile e),
f) si g) sunt prezentate trei procese divergente oscilante. Cazul h), in care
lo'(x)| =1 este deosebit de sensibil deoarece, in functie de forma
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curbei y= ¢(x), se poate obtine atat convergenta (x, < x*), cat si divergenta
(xo > x7™),) sirului aproximatiilor succesive. Ultima situatie este un exemplu de
divergentd monotona.
1. Exemple de convergentia monotona.

a) x =sinxx, x> 1. b)x =tgoxx, |ox|>1.
Prin metoda b) se poate de determinat doar solutia x; = 0, pentru x, < x*.
Pentru x, > x*, metoda diverge. A doua solutie x, nu poate fi gasitd prin

metoda iterativa.

yp y= X
1 _______ N
=sin o X
XO -Xl X2 X3 7-1:_ i i’
a
X=sin o X, o>1
a)
2. Exemple de convergentda oscilanta
C) X = cos « x, <> 0. dyx=e", «<0
y/\ y= X }\/\ y=
1 9 — I 19
! 2 1 y=cos a X
: ' LTIIITES .
X, X; X3 X Tx @ X XXX X5 X5 X, X
o
X=cos o X, a>0 x=e”", a<O0
c) d)
3. Exemple de divergenta
e) x=-log,x,a>1. f)x = —log,x,a > 1.
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Xog < Xx* Xg > X"
y 4 : y= X \Y /\i y= X
_T__i_“ y=-log, X i ______ i__:' ______ i y=-log,x
0 Xy X* X D S X, X* X, 1
X=- Zogax a>1 X=- logaX, a>1
e) f)
_ x*  3x? 9
g9) x = log,x,a > 1. h) X_T+T_3x+2'
s .o x* 3x? 9
Pentru metoda h) avem cazul |(p (x*)| = 1. Ecuatia x= —t= - 3x + S are
. o % . . x4 3x2 9
solutia dubld x* = 1. min¢@(x) = mln(r +— = 3x + Z) ~ 0,817
y/\ y: X E
b\/\ — v 1
9\ ;
4 i
i X Xo 1 Xo X % X3 X
il y=log,x, a>1

9) h)
Verificarea conditiilor teoremei de punct fix este insa o sarcind mult prea
neproductivd din punctul de vedere al timpului de calcul si al complexitatii

calculelor pentru a fi si practica. Se prefera verificarea, cel mult, a unei conditii
de forma |o'(x*)

< 1 si localizarea stricta a solutiei, iar cel mai frecvent se
impune un numdr maxim de iteratii la epuizarea carora procesul iterativ este
intrerupt fortat.
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4.  Algoritmul de calcul

Avand pusa in fata ecuatia f (x) = g(x), definim aproximatia
initiala x,, a preciziei € si a numarului maxim de iteratii N, -
Construim functia @(x) = x + f(x) — g(x).

Procesul iterativ:

initializarea procesului iterativ: x;

daca s-a atins precizia dorita |@(x) — x| < € sau la numarul maxim de
iteratii N,,,, Se intrerupe bucla iterativa si se trece la pasul 4;

se trece la 0 noua iteratie: x,, ;1 = @(x,,),n =0,1,2, ....;

calculul noii aproximatii: x, 11;

se revine la pasul 3.2.

4. Stabilirea conditiilor de iesire din bucla iterativa:

O

(o]

Daca |p(x) — x| < € - proces convergent - solutia aproximativa este x.
Daca |¢p(x) — x| > € si N,,,4, de iteratii este depasit, procesul este
divergent.

Concluzii
1. Metodele iterative sunt mai potrivite decat metodele directe pentru rezolvarea

unor ecuatii, rezolvarea cdrora este imposibild sau anevoioasd prin metode

directe.

2. Alegerea valorii initiale influenteazd asupra convergentei sau divergentei

procesului iterativ. In cazul unui proces iterativ convergent, valoarea initiala

afecteaza doar numarul de iteratii necesar pentru atingerea unei erori impuse.

Bibliografie
1. Agratini O, Chiorean I., Coman G., Trimbitas R. Analiza numerica si teoria

aproximarii, vol. I1l. Presa Universitara Clujeana, 2002.

2. Ciuprina G. Algoritmi numerici pentru calcule stiintifice in ingineria
electrica. Ed. MatrixROM, 2013, pag. 88-106.
3. Trimbitas R. Teorema de punct fix a lui Banach. Principiul contractiei,
2015, http://math.ubbcluj.ro.

Alina Turcanu, Rita Domentean
Universitatea Tehnica a Moldovei
e-mail: turcan.alina@civis.md, ritaturcanu@yahoo.com.

© 2018 by Alina Turcanu, Rita Domentean


mailto:turcan.alina@civis.md

