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Despre unele aplicatii ale numerelor complexe in
geometrie

DOHOTARU Leonip aAnD ORLOV Victor

Vom ardta cum pot fi aplicate numerele complexe pentru rezolvarea unor prob-
leme geometrice.

Problema 1. Se stie cd numdrul complex w = S

1° # —1, este pur imaginar

atunci si numai atunci cand |z| = 1.

Sd deducem in baza acestei afirmatii, cd unghiul inscris in cerc si care se
sprijind pe diametru este egal cu g

Intr-adevir, fie |z| = 1, adici punctul z este situat pe un cerc de raza 1. Numerele

z+1 = z—(—1) si z—1 sunt coordonatele complexe ale vectorilor Xz) sl gz), respectiv
(fig. 1).

A B -
~1 0 1 .
Fig.1
. z—1 o .
Deoarece |z| = 1, atunci w = p— = ai, aici a € R. De aceea, unghiul /AzB
7+

. .o H . H
dintre vectorii Az si Bz este egal

=

, dacaa > 0;

W o

arg (z— 1) —arg(z+1) =arg(ai) =9 3

> dacaa < 0.
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Acest rezultat poate fi generalizat pentru orice cerc de raza arbitrard. Pentru
: : k-w—-k ..
aceasta este suficient de considerat numarul kw = Tk aici kK > 0, k € R.
W

Problema 2. Sa se demonstreze ci trei puncte distincte z;, z, Z3 sunt situate
22 — 11 cR

<3 — 22

pe o dreaptd atunci si numai atunci cand raportul

Ay (d)

Y

O I T
Fig. 2a

Trel puncte zy, 22 si z3 sunt situate pe o dreaptd atunci si numai atunci cand

A1A2 si A2A3, care au coordonatele complexe z, — z; $i, respectiv zz — z, sunt

situati pe aceeasi dreapta (Fig. 2a, Fig. 2b).

Ay
)

Y

07 v
Fig. 2b

Deci, unghiul dintre acesti vectori este egal cu 0 sau 7. De aici rezultd ca

. 22— 21 - s
argumentul raportului este egal cu O sau m, adicd acest raport reprezintd un
73— 22
numar real.
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Deoarece egalitatea z = 7 are loc doar pentru z real, atunci conditia de aparte-

nentd a trei puncte z1, z2 $i z3 unei drepte poate fi scrisd in urmatoarea forma:

|

|
m
7

22— 21 _(zz—m)_zz—m -7

73— 22 i3 — 22 <3 — 22 <3 — 22

Problema 3. Sa se demonstreze ca patru puncte distincte z1, z2, 3 $i 24 apartin

. .. . A 2 —Z4 22—4X3
cercului atunci si numai atunci, cand raportul dublu : e R.
{1 =24 <143

Demonstratie: Vom demonstra necesitatea.
_—
Necesitatea: Fie punctele A, A,, Az, A4 apartin cercului dat. Vectorii A4A7,

A3A1, A4A; si AsA, (Fig. 3), posedd coordonatele complexe z; — z4, 21 — 23,

22 — 24, 22 — 73 Trespectiv.

As 23

Fig. 3

Fie @ unghiul dintre vectorii A4A;| si A3Aq, 1ar 8 - dintre Az4A; si A3zAj.

22— 24 22— 23 22— 24 .
Deoarece @ = arg———, 8 = ar g———, avem ——— = r(cosa + i sina),
oz 21— 24 21— 23 21— 24

2— 23 .

——— = p(cos B +1i sinfB).

71— 23

Insd @ = B, ca unghiuri inscrise in cerc, care se sprijind pe acelasi arc. De aici
. —24 22—73 r 5
obtinem: : = — > 0 - numdr real.
21—24 21—23 P
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Problema 4. Sa se demonstreze cd suma patratelor diagonalelor paralelo-
gramului este egald cu suma patratelor laturilor lui. Consideram sistemul de
coordonate ardtat in Fig. 4.

Daca z; si zp sunt coordonatele complexe a doud varfuri ale paralelogramului,
atunci z = 71 + zo este coordonata complexa a celui de al treilea varf al paralelo-
gramului.

Atunci:
H e —
1z P+ 10A P =(z0—z21) - (22— z21) + (21 +22) - (21 + 22) =

= (z2—21)(Z2-21)+(z21+22) (Z1+722) = 2222—2122—2221+2121+2121+2221+2122+2222 =

_ — — _ 2 2\ _ =0 A2
=2(z1iz1+2222) =2 {|z1|" + |z2|7) =2 (1021 |” + |0z2 |7} -

Yy

zZ2

21

)

O x

Fig. 4
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