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Abstract: The ellipse, hyperbola and parabola are familiar to anyone who has studied
analytical geometry in high school. They were known and used by Greeks since antiquity, in
constructions and theoretical geometry. Nowadays, the conics are used even for modeling the
movement of subatomic particles, satellites or galaxies. The purpose of this paper is to bring to
your attention the definition and main characteristics of conics, to create exact and
approximate figures using the ruler and the compass and to present various tools that can be
built with conics. At the end of each chapter you can find computer generated figures and their
source code that can be accessible at stefanandrei33ro@yahoo.com.

1. Scurt istoric

Conicele au fost studiate incd din antichitate de mai multi matematicieni.
Conform legendelor mitologiei grecesti, cetatenii atenieni, pentru a scapa de o molima
care facea ravagii, 1-au consultat in anul 430 T.Hr. pe oracolul din Delos. Li s-a indicat,
ca solutie, necesitatea dublarii altarului in forma de cub al lui Apollo. Initial, problema
a fost inteleasa eronat, crezand ca era vorba de dublarea dimensiunilor acestuia. De
fapt, aceasta procedura prevedea dublarea volumului cubului initial, solutie ce revenea
la constructia unui segment cu lungimea 3/2. Prima rezolvare provine de la
Menaechmus (380 1.Hr.- 320 i.Hr.), matematician grec, profesor al lui Alexandru cel
Mare, prin intersectarea unor figuri de tip conici. Apollonius din Perga (262 -200 1.
Hr.), “marele geometru”, care a triit la Alexandria, Efes si Pergam a fost si el
preocupat de aceste curbe. Principala lui operd, intitulatd Conicele, cuprinde 8 carti,
dintre care primele 7 s-au pastrat pana in zilele noastre, 4 in greceste, iar celelalte in
araba. Se pare ca si Euclid ar fi scris o lucrare despre sectiunile conice, dar aceasta s-a
pierdut. Studiul operelor lui Arhimede ne arata ca, pe vremea acestuia, teoria conicelor
era deja foarte avansata.

Pe atunci, conicele se numeau “secfiunea conului cu unghi ascutit”
(elipsa), “sectiunea conului cu unghi drept” (parabola) si “sectiunea conului cu unghi
obtuz” (hiperbola). Terminologia actuala a fost introdusa de Apollonius. Intr-adevar,
toate conicele erau reduse la studiul sectiunii unui con de revolutie printr-un plan. Tn
secolele urmatoare, studiul conicelor s-a datorat, Tn principal, introducerii unor noi
metode matematice, bazate pe coordonate carteziene, dar, si pe aparitia unui nou
interes stiintific in aplicatiile fizice ale proprietdtilor conicelor. De notat ca, in ordinea,
Galilei (traiectoria proiectilului) Descartes, Kepler, Pascal, si, in cele din urma,
Newton au folosit studiul conicelor aplicate la descoperiri stiintifice. Consideram ca
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pentru fixarea unor elemente utilizate de antici, este indicatda enuntarea teoremei lui
Apollonius din care se pot deduce cu usurintd si definitiile conicelor: Tntr-un sistem de
referinta cartezian, dati doi parametri reali p > 0 si q, locul geometric al punctelor de
coordonate (x, y) care verificd ecuatia y* = px + gx? este o conicd nedegeneratd, dupd
cum urmeaza: daca: q < 0 este o elipsa, daca g = 0 o parabold si o hiperbola daca q
> 0 (exemplificare In fiecare paragraf). In continuare, vom trata separat fiecare
conica, - cu exceptia cercului care a fost abordat in partea anterioard a lucrarii -
incepand cu elipsa, insistand asupra elementelor esentiale insotite de unele comentarii:
definitii echivalente si formule, locuri geometrice, proprietati, constructii exacte si
aproximative, instrumente pentru trasarea curbelor etc.

Scopul comunicirii fiind de a prezenta instrumente si metode de constructie a
conicelor, am preferat s enuntdm mai multe variante de definire, proprietati si locuri
geometrice (fara demonstratii) ale curbelor, deoarece unele dintre ele ne dau si metode
de constructie speciale ale lor.

2. HIPERBOLA SI PARABOLA
2.1. HIPERBOLA
2.1.1. Elemente introductive

Hiperbola (numitd sectiune obtuzda a conului) a fost descoperita de
Menaechmus in investigatiile facute cercetdnd problema dublarii cubului. Termenul
este considerat a fi fost inventat de Apollonius din Perga (262 - 200 7.Hr.) care in
lucrarea sa despre sectiunile conice, a rezolvat o problema prin metoda antica a ariilor,
inclusa in Elementele lui Euclid (sec. al 111 . lea I. Hr.): fiind date segmentele a si y si
un numar real m sa se construiascd un segment X astfel incat aria patratului de latura y
sd fie egald cu aria dreptunghiului de laturi a si X plus aria pétratului de laturd x.
Problema conduce, in limbaj modern, la ecuatia y* = ax + X°, care reprezinti o
hiperbola (gr. hyperbole =exces).

2.1.2. Definitii echivalente

1. Hiperbola — curba obtinutd prin sectionarea unui con
circular cu un plan care taie ambele panze ale conului (fig. 1). Nota:
In cazul hiperbolei apar de fapt doud curbe deschise (uneori una
dintre ele este ignoratd). In general sunt ignorate
cazurile Tn care planul trece prin varful conului,
ori unghiul la varful conului este de 90°.

2. Hiperbola mai poate fi definitd ca locul geometric al
punctelor P din plan astfel incat raportul distantelor la un punct fix

Fig. 1.

P .. focar (¢,0)

,m}m ‘ F (focar) si o dreapta fixa d (directoare), F d, si fie o constanta e
e (excentricitate) (e >1), fapt ardtat de Pappus Tn secolul al Ill-lea
Fig. 2. (fig. 2).

Nota: Hiperbolele au doua focare diferite si doua
directoare asociate, fiecare directoare fiind perpendiculara pe linia care uneste cele
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dous focare. In figura este prezentata doar partea din dreapta.

3. Tot ca loc geometric, dar pentru fiecare conica in parte: Hiperbola este
locul geometric al punctelor din plan pentru care diferenta distantelor la doud puncte
fixe (focarele hiperbolei) este constanta

4. O alta modalitate de a defini conica este datd de [2]: Hiperbola este o
curbi algebricd de ordinul al doilea, ecuatiile ei in coordonate carteziene fiind de
forma: Ax*+ Bxy + Cy*+ Dx + Ey + F =0, dacd A, B, C,..e R, B>~ 4AC > 0;

5. Ecuatiile carteziene reduse, raportate la un sistem rectangular de axe,
prezentate in manualele scolare [3]: :

a) Daca focarele se afld pe Ox,
ecuatia este: X / a* — y* / b? = 1 (fig. 3 a);

b) Dacd focarele se afla pe Oy,
ecuatia este: y° / a® — x* / b? = 1 (fig. 3 b).

Nota: 1. Daca a = b hiperbola se

numeste echilatera. Tn acest caz special, a b
asimptotele devin bisectoarele axelor, iar Fig. 3.

N ' 7 : i dreptunghiul care uneste cele patru puncte
\\ ‘ ey SR de pe asimptote se transformd in patrat;
| f;- Ll ecuatiile curbei devenind in cazul Sa: x° —
= AR R y? = a? respectiv y? — x> = a* in cazul 5b
A ‘ \\ b . (fig.44a,4b). _ _ _
. : 2. Un alt caz particular al hiperbolei

echilatere este cand asimptotele sunt axele
de coordonate. Ecuatiile devin: Xy = a.
Daca a > 0, ramurile curbei sunt
situate in primul si al treilea cadran (fig. 4
¢), iar dacd a < 0, ramurile curbei sunt in
al doilea si al patrulea cadran (fig. 4 d).
) 6. Ecuatiile parametrice (polare)
Fig. 4. pentru5a: (acht,bsht),teR.

2.1.3. Elementele principale pentru definitia 5 a (fig. 3 a)

Varfurile hiperbolei: A (-a, 0), B (a, 0);

axa transversa AB = 2a; semiaxa transversa: OA sau OB = a;

axa netransversa: CD = 2b; semiaxa netransversd: OC = OD = b;

focarele hiperbolei: punctele F;, F, € 4B, F1(-¢,0), F, (c,0), unde ¢® - a* = b?;

distanta focala: d(Fy, F,) = 2c;

dreptele directoare: x = + a*/ c;

excentricitatea hiperbolei:e=c/a>1;

asimptotele: dreptele y = (b /a) x siy = (- b/ a)x;

cercul principal: cercul cu diametrul AB;

cercul director: cercul cu centrul in unul din focare si raza 2a.

Axele Ox si Oy ale reperului xOy sunt axe de simetrie ale hiperbolei, iar
originea reperului este centrul de simetrie al hiperbolei.
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Nota: Pentru cazul 5 b, elementele principale se obtin schimband ntre ele in
5a,pexcuy.

Vom enumera in continuare cateva probleme de loc geometric rezolvate cu
calculatorul, metode pentru constructia exacta si aproximativa a hiperbolei, precum si
unele instrumente utilizate Tn acest scop.

2.1.4. Locuri geometrice si proprietati

1. Locul geometric al proiectiilor unui focar pe tangentelele la hiperbola este
cercul principal al curbei (podara hiperbolei).

Nota: Reciproca poate constitui o0 metoda de constructie a hiperbolei (2.1.5).

2. Locul geometric al simetricului unui focar fatd de o tangentd variabila la
hiperbola este cercul director cu centrul in celélalt focar.

Nota: Reciproca poate constitui o metoda de constructie a hiperbolei.

3. Locul geometric al punctelor egal departate de un cerc si de un punct F
exterior cercului este o hiperbola, avand ca focare punctul F si centrul cercului, iar axa
transversa egala cu raza cercului.

4. Se da un punct A si o dreapta d. Prin A se duce o secanta variabild care taie

e dreapta d in M, iar in acest punct se ridica perpendiculara e
pe d. Pe e se poarta segmentul MN = MA. Sa se gaseasca
locul geometric descris de N.

Raspuns: hiperbola (fig. 5).
Programul “hiperbolal” realizeaza cerinta.
Nota: Problema poate fi consideratd ca o metodd de

Fig. 5. constructie prin puncte a hiperbolei: a) se construiesc axele
de coordonate; b) se ia punctul A pe OX; ¢) se traseaza cu compasul un arc de raza
AM; d) se duce perpendiculara MN; e) cu aceeasi deschidere de compas se traseaza
punctul N al hiperbolei; f) se considerad apoi alte puncte care
se unesc cu florarul.

5. Se da cercul de raza r cu centrul in originea axelor.

Sa se afle locul geometric al punctului M care are distanta
pana la axa OX egala cu jumatatea tangentei duse din M la
S =7 cerc. Raspuns: hiperbola (fig. 6).

Fig. 6.

Rezolvare cu programul ,,hiperbola 2”
6. O paraleld d la una din asimptotele unei hiperbole

/ \ intalneste hiperbola in punctul M. Tangenta in M la hiperbola
_ taie aceeasi asimptotd in N. Se cere locul geometric L al
Fig. 7. intersectiei dreptei d cu paralela prin N la a doua asimptota.

Raspuns: hiperbola (fig. 7).

Rezolvare cu programul “hipebola 3”
7. Mediatoarea segmentului format de un punct de pe cercul director al hiperbolei cu
celilalt focar este tangentd la curbd. In plus, mijloacele acestor segmente sunt pe
cercul principal.
Nota: Proprietatea poate constitui o metoda de reprezentare a hiperbolei.
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2.1.5. Constructii exacte ale hiperbolei

1. Constructia prin puncte, cind se Cunosc varfurile si focarele.
Avand 1n vedere definitia hiperbolei, consideram perechi . 5

de raze, ale caror diferentd este 2a. Pentru aceasta: k | 4
1) Vom determina o serie de puncte pe axa Ox, 1, 2, 3 etc.; W EY
2) Vom lua ca perechi de raze, segmentele A1-B1, A2-B2, " ‘ -

A3-B3, si asa mai departe (fig. 8).

3) Cu varful compasului in F; si apoi in F, trasam arcele
corespunzatoare fiecarei perechi, care determina cate patru
puncte ale hiperbolei, n fiecare cadran.

4) Unind cu florarul punctele de intersectie, obtinem hiperbola.

Noté: Cu cét este mai mare numarul de puncte, cu atat mai mare este acuratetea
hiperbolei.

Fig. 8.

2. Constructia prin puncte cind se cunosc varfurile i un punct al ei

1) In sistemul de axe xOy consideram varfurile A(-a, 0) , B(a, 0) si punctul P (u,v),
care apartine parabolei, adica u*/ a® - v?/b*=1.

2) Consideram dreptunghil PCAD (C ¢ OAx).

3) Impartim laturile CP si DP 1in k parti egale prin punctele Q,, respectiv Ry (Q; =
Rl = P)

4) Dreptele BQy si ARy se intersecteaza in M.

5) Dand lui k diverse valori, vom obtine puncte ale unei hyperbole.

Tn figura de mai jos avem reprezentate prin programul “hiperbola 4” diferite

pozitii ale punctului M. Obtinem figura 9 a pentru k=2, 9 b pentru k =5 si 9 ¢ pentru
k=12,

Fig. 9

Nota: Justificarea constructiei se afla in articolul ,,Hipebola” de pe adresa ,.C.
antonovici@yahoo.com”.

3. Constructia aplicand podara hiperbolei
Aceasta constructie Se bazeaza pe reciproca 1 (2.1.4).
1) Vom considera punctele My pe cercul principal.
2) Unind focarul F cu aceste puncte si construind perpendiculare pe liniile trasate,
obtinem tangente la o hiperbold, conica fiind determinata de aceste semidrepte (fig.
10).
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Nota: Aceastd metoda ne da posibilitatea de a construi un hiperbolograf, ceea
’ ce vom arata in paragraful urmator.

4. Trasarea hiperbolei cu tangente
inconjuritoare

Conform proprietatii 7 din
paragraful anterior, ilustratd in fig. 11,
mediatoarea segmentului F;M este
tangenta la hiperbold. Considerate mai
multe astfel de tangente putem desena curba prin infasurare (in
fig. 11 am desenat numai doua tangente).

* Fig. 10.

2.1.6. Hiperbolografe
1. Constructia cind se cunosc varfurile si focarele

Luim o rigla F;K (fig. 12) de lungime L pe care o fixam, prin intermediul unui
ac, cu o extremitate Tn unul din focare, de exemplu in F;. De celalaltd extremitate, K
prindem un fir de lungime | = L — AB, al carui capat liber il
fixam in focarul F,. Cu varful unui creion tinem firul intins
astfel incat o portiune KM a sa sa fie fie lipitd de rigla.
Miscand rigla de capatul K deasupra axei Ox, creionul va
descrie partea dreptd superioara a hiperbolei. Continuand
migcarea si sub axa OX vom obtine partea dreapta inferioara a
curbei. Cealaltd ramurd a conicei se obtine in mod analog,
Fig. 12. schimband capatul riglei in F, (fig. 12).

Justificare: MF-MF, = (L - MK) — (I - MK) =L - | = AB.

2. Antiparalelogramul

Este un patrulater articulat ABCD 1in care perechile de laturi opuse AB, CD si
diagonalele AD, BC sunt respective egale. Presupunand punctele A si D fixe, se poate
vedea cu usurintd ca, prin miscare, punctele C si B descriu
cercuri cu centrele in D si A, iar punctul P (intersectia
prelungirilor tijelor AB si CD) descrie o hiperbola (fig. 13).

Justificare: PA - PD = PA - PB = AB = constant,
deoarece antiparalelogramul are o axa de simetrie din care face
parte P. De aceea locul descris de P este un arc de hiperbola, cu
focarele in AsiD.
3. Compasul perfect

In sectiunea I a lucrarii am prezentat mai multe variante ale compasului perfect.
Daca a < f§ se traseaza o hiperbola (exista doud locatii in care OP este in planul paralel
cu planul sectiunii).
4. Mecanismul bazat pe reciproca podarei

S-a plecat de la figura 14 a care ilustreaza ca podara unei hiperbole cu focarele
F si F’ este un cerc. Autorii si - au pus problema inversa: daca stim cercul cu raza OM,
atunci perpendiculara pe FM va fi tangenta la hiperbola, astfel ca dacd M este mobil pe
cerc, sd poatd obtine hiperbola prin infasurare?
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S-a luat un cerc cu raza CB (fig. 14 b) si dreapta cu lungime variabila AB, A
fiind un focar al hiperbolei. Pe AB se afld culisa 2 de care este sudati dreapta EBF
(perpendiculara pe
AB), adica tangenta
la hiperbolda. Un
rezultat al studiului
este prezentat 1n
figura 14 c.

2.2. PARABOLA

2.2.1. Elemente introductive

Parabola a fost studiatd de Menaechmus (sec. al V™ 1. Hr.) - fost elev al lui
Platon si Eudoxus - care a reusit sd duplice cubul, dar nu prin metodele acceptate
pentru constructiile geometrice (cu rigla si compasul, lucru necunoscut de el), ci prin
intersectia a doud parabole: X =y si y> = 2 x. Euclid (sec. al 1" 1. Hr.) a scris si el
despre parabold, dar numele actual al curbei a fost dat de Apollonius (secolul al 111~
1. Hr.), care a rezolvat tot prin metoda ariilor problema: fiind date un segment de
lungime p si o arie y* sd se construiascd un segment X, astfel Tncat dreptunghiul
construit pe laturile p si x sd aiba aria y%, ceea ce conduce la ecuatia y* = px (gr.
parabole = comparatie). Focarul si directoarea unei parabole au fost considerate de
citre Pappus (sec. al 1™ D. Hr.). Tn secolul al XVI™ Galilei a aritat ca proiectilele
urmeaza cai parabolice, iar Pascal a considerat parabola ca o proiectie a unui cerc.
Newton (sec. al XVII™ ) a tratat proprietitile optice ale parabolei care aduc raze
paralele de lumina prin focar, proprietate care are numeroase aplicatii practice. Pentru
a trasa o parabold sunt necesare elementele: directoare si focar, directoare si varf, varf
si focar, tangentele la doud puncte ale parabolei s.a.

Vom arata constructiile pentru fiecare caz in parte, dar vom considera si situatii
reciproce: datd curba si un element al ei, sa se afle grafic celelalte elemente.

2.2.2. Definitii echivalente

1. Parabola (gr. parabole = comparare) — curba obtinuta prin
sectionarea unui con circular cu un plan paralel cu una din
generatoare (fig. 15).

Noti: 1. In general sunt ignorate cazurile in care planul trece
prin varful conului sau unghiul la varful conului este de 90°.
2. Parabola poate fi definita ca locul geometric al punctelor P din
plan astfel incat raportul distantelor la un punct fix F (focar) si la o
dreapta fixa d (directoare), Fd, sa fie o constantd e (excentricitate)
egald cu unitatea (fig. 16).
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3. O alta modalitate de a defini conicele este datd de [2]:

i Parabola este o curba algebrica de ordinul al doilea, ecuatiile ei in
{/ weao  coordonate carteziene fiind de forma: Ax? + Bxy + Cy*+ Dx + Ey + F
=0,daciB*-44C=0,4, B, C...cR.
s 4. Ecuatiile carteziene reduse, prezentate in manualele scolare,
srectonre de exemplu [3]: y*=2px, peR:

xF: 9.16 5. Ecuatiile parametrice (polare): (at?, 2 at), t ¢ R.

2.2.3. Elementele principale ale parabolei y* = 2px, p > 0:

focarul F(p/ 2, 0);

distanta focala: numarul real p / 2;

varful parabolei: O (0, 0);

directoarea: dreapta de ecuatie X =-p/ 2;

parametrul parabolei: distanta de la focar la directoare; in acest caz este p;

excentricitatea: e = 1;

axa de simetrie: dreapta ce trece prin focar si este perpendiculard pe directoare;
are ecuatia y = 0;

raza focala a punctului M care apartine parabolei, se numeste segmentul MF,
precum si lungimea lui;

latus rectus, notat cu LR: un segment limitat de ramurile parabolei, care trece prin
focar si este paralel cu directoarea. Lungimea sa este 4p.

Nota: Analog se definesc elementele principale si p < 0.

Trebuie mentionat faptul cd, in raport cu pozitia axei de simetrie, intdlnim mai
multe 51tua‘;11 pentru curba Astfel, ecuatia unei parabole cu varful in origine si cu axa
Feler  p aglamy e de simetrie Ox este

s v = 2px, p € R,
Sy o oo semnul + sau —
a0 .2 e o =0 9 indicand orientarea
e : \ spre dreapta sau spre
stdinga a ramurilor
a . b parabolei (fig. 17 a).
Fig. 17 Ecuatia directoarei este
X = - p/2, iar focarele au abscisele x = p/2.

Ecuatia parabolei cu varful in origine, axa de simetrie fiind Oy si ramurile
indreptate in sus sau in jos are forma: x* = 2py, p € R". Ecuatia directoarei este
y = - p/2, iar ordonata focarului y = p/2, asa cum este indicat in figura 17 b. Ecuatia
parabolei cu axa de simetrie paraleld cu Oy este: y = ax’ + bx + ¢, a # 0 (a,b,c €R).
Varful V, focarul F, directoarea d si parametrul p a acestei parabole sunt respectiv: V (
-b 12a, -A /4a), F (-b [2a, (-A + 1) /4a), d: y = -(A +1) /4a, p = 1/ 2a, unde A = b* -
4ac. Parabola are un minimm = - A / 4a, daca a > 0 si un maxim M = - A / 4a pentru
a <0, ambele avand loc pentru x = - b / 2a (fig. 18 a).

-
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da A Analog, parabola cu ecuatia
x=ay’+by+ca#0(a b ceR)
are axa de simetrie paralela cu axa
absciselor si V (-A /4a, -b/2a), F

_4“4
A |
Y

| "1'% (A +1)/4a,-bl2a),d: x=-(A +1)

W od R I 4a, p = 1 /2a, A= b*- 4ac (fig.18 b).

l A Nota: Deoarece e = 1, toate
a

i parabolele sunt asemenea intre ele.
Fig. 18

2.2.4. Locuri geometrice si proprietati

1. Locul geometric al proiectiilor focarului pe tangentele la parabola este tangenta in
varful parabolei (podara) (fig. 19 a).

Nota: Reciproca proprietatii
sugereaza o metoda de constructie a ol /
parabolei (2.2.5). 2

2. Locul geometric al simetricului B "
focarului fata de o tangenta variabila este \ P b o
directoarea parabolei (fig. 19 b). '
< . e a b
Nota: Reciproca proprietatii Fig. 19

sugereazd o metoda de constructic a
parabolei (2.2.4, 3).
3. Mediatoarea segmentului determinat de focar si un punct de pe directoare este
tangenta la parabola (fig. 19 b).

Nota: Reciproca proprietatii sugereazd o metoda de constructie a parabolei
(2.2.4, 3).

2.2.5. Constructii ale parabolei

Pentru cazul in care se dau directoarea d si focarul F vom prezenta trei
metode:
1. Constructia prin miscare continua
1) Se fixeaza o rigla L astfel incat o muchie a sa sa fie pe directoarea d data.
2) Pe aceastd margine a riglei facem sa alunece cateta (de
exemplu AB) a unui echer ABC.
3) De varful C este prins capatul unui fir inextensibil de lungime N
egala cu cateta CA, iar celalalt capat este fixat in focarul F. e
4) Cu varful unui creion M, intindem firul in asa fel sa formeze
un unghi CMF cu o laturd suprapusa peste CA.
5) Deplaséand echerul de-a lungul riglei, varful creionului, care
mentine tot timpul firul intins, va descrie o parabola (fig. 20). Fig. 20.
Justificarea este imediatd, aveam relatia: AM = CA — MC = MF.
2. Constructia prin puncte

1) Varful O fiind un punct al parabolei se afla la jumatatea distantei dintre focar
si directoarea d.
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2) Pentru a gési si alte puncte ale parabolei se traseaza prin F si punctele arbitrare 1,
2,...de pe AF, paralele la directoare.
3) Cu varful compasului in F se intersecteaza aceste paralele cu arce de raze egale
__ respectiv cu distanta de la paralele la directoare. Astfel, punctul
’ %" M se giseste la egala distanti de focar si directoare, deci apartine
—«I é/;f parabolei (fig. 21).

Nota: Pentru o constructie cat mai exacta, punctele 1, 2, 3,

o F L & . - A . . A A - .
8 N e trebuie sd fie cat mai apropiate intre ele cu cat se afla mai
s N aproape de varful O si pot fi mai rare pe
Fig. 21. masura ce ne departam de O de-a lungul =

axei. Dupd ce am gasit un numar suficient -
de puncte, cu florarul trasam o linie curba care le contine si care
este parabola cautata.

3. 1) Pe directoarea d se considerd punctele 1, 2, 3,...arbitrar Al Ay F *
alese, care se unesc cu focarul F. -
2) Mediatoarele segmentelor [1F], [2F], [3F] intersecteaza Fig. 22.

paralelele anterioare in I, Il, Il ...care sunt puncte ale parabolei.

3) Unindu-le cu ajutorul florarului obtinem parabola respectiva (fig. 22).

4. Constructia cunoscandu-se axa, varful V si un punct M al parabolei.

1) Se construieste dreptunghiul VUMT (fig. 23) si se impart in

b

:’ ] acelasi numar de parti egale (de exemplu patru) laturile VU si
IV UM.

2

p—r 2) Prin punctele 1, 2, 3, U de pe VU se duc paralele la axa

v T =  parabolei, iar punctele de diviziune a, b, ¢, d de pe UM se
k unesc cu V.

Fig. 23. 3) Intersectiile paralelelor cu dreptele Va, Vb, V¢ le notim cu I,

I1, 11l puncte care apartin parabolei.
4) Prin unirea lor cu florarul se obtine o jumatate de parabola.
5) Cealalta parte se obtine prin simetrie.
5. Constructia parabolei cdnd sunt date tangentele in doui puncte ale ei.
Fie MP si NP tangentele Tn M si N la curba.
1) Impartim ambele tangente in acelasi numir de segmente
egale (10 1n cazul nostru) pe care le numerotam ca in figura 23.
2) Unim punctele 1 cu a, 2 cu b, ...9 cu i si observam ca
dreptele respective sunt tangente la o parabola pe care o trasam
cu florarul (fig. 24).
6. In manualele scolare [3] si [5] se prezinta si alte metode de
constructie a parabolelor utilizdnd analiza matematicd sau
algebra. Vom aborda in continuare si cateva situatii reciproce:
fiind trasatd o parabold si precizate unecle elemente ale ei, sa se gaseasca grafic
celelalte elemente principale.
7. Data curba c si focarul F sa se traseze directoarea d si varful.
Focarul aflandu-se pe axa de simetrie, vom trasa aceasta axa astfel:

Fig. 24.
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1) cu varful compasului in F desendam un cerc care intersecteaza
u curba in M si N, puncte simetrice fata de axa parabolei.
2) Perpendiculara din F pe MN este axa dorita.

— L 3) Aceasta intersecteaza curba in A.
4) Simetricul B a lui F fata de A este intersectia directoarei cu
axa, deci directoarea este perpendiculara prin B pe Ax (fig. 25).
8. Dati curba c si directoarea d sa se afle focarul F.

Fig. 25. 1) Trasam o paralela la d care intersecteaza parabola in punctelele
M si N.
2) Mediatoarea segmentului MN este axa de simetrie a parabolei care taie curba in A
iar directoarea in B.
3) Simetricul lui B fata de A este focarul F (fig. 24).
9. Dati curba c si varful O, se cer focarul F si directoarea d.

Vom presupune problema rezolvatd pentru a deduce etapele constructiei. Deci

avem parabola, focarul si directoarea.
1) Consideram punctual M pe curba, astfel ca MF L d.
2) 0Dace'l N este proiectia lui M pe d, atunci MNDF este patrat, deci unghiul MDF are
45",
3) Paralela OP la DM (care este prima bisectoare a axelor), intersecteaza parabola
y* = 2px in punctual P de coordinate (2p, 2p).

[*

4) Deci OQ = 30F, de unde OF = OQ / 3. Rezultd urmitoarea ' /T
constructie: pentru a trasa axa OX, procedam ca n fig. 21. : /

5) Trasam prima bisectoare pe care o intersecam cu parabola. A

6) Proiectdm acest punct pe OX, obtinand punctul Q si imparfim £t 3
segmental OQ in patru prii egale. \ i

7) Primul punct de la O sete focarul F si aplic constructia Fig. 26.

anterioara pentru directoare (fig. 26).

2.2.6. Parabolografe

Credem ca originea acestor instrumente, care permit trasarea unui arc parabolic
este foarte veche. De fapt, aceasta ar fi solutia graficd pentru o problema dificild din
antichitate: dublarea cubului Tn urma unei proceduri indicate de Menaechmus (secolul
al Iv="e1. Hr.). Dar, prima constructie mecanica (cu ajutorul unui echer si a unei sfori)
a fost realizatd in secolul al VI de arhitectul grec Isidor din Milet. O alta realizare
simpla este a matematicianului Bonaventura Cavalieri (1598 - 1647), care concepe
parabolograful, impreuna cu alte instrumente similare pentru desenat conice in tratatul
sdu despre aceste curbe.
1. Parabolograful prin trasare continua

Un sistem rigid, format din doua tije perpendiculare a si b, poate sa alunece pe o
bara d. O este un pin fixat pe podea si A este un bolt fixat pe b. Un fir de lungime
| = AH este legat in punctele sale extreme A si O. Prin glisarea barei a, daca in acelasi
timp, cu varful unui creion in P pastram firul intins, atuci P descrie un arc de parabola
avand focarul O si directoarea d (fig. 27 a).

Justificare: PO = AH - AP = PH.
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In practica, acest parabolograf este format din doua parti simetrice, cu scopul de
a trasa doua arce de parabola care formeaza un intreg. Se traseaza intai o parte, apoi
cealaltd parte pentru a finaliza constructia(fig. 27 c).

Fig. 27.
Nota: Acest instrument a fost dezvoltat de De I'Hospital in 1720, dar principiul
a fost deja definit de matematicianul si astronomul german Johaness Kepler (1571 —
1630) cu peste o sutd de ani mai devreme (in 1604), care considera parabola ca o
elipsa cu unul din focare la infinit.

2. Parabolograful lui Cavalieri

De-a lungul fantei AK situata intr-un plan se misca un segment CK (din lemn
sau metal) de lungime dati k. Tn punctul C este legata rigid o tija CV perpendiculari pe
CK. Cand unghiul drept KCV se misca, deplaseaza cu el un alt unghi drept AVK (din
lemn sau metal), care are laturile VA si VK prevazute cu fante pentru culisarea
punctelor A si K. In timpul miscarii punctului C pe AK, varful variabil V descrie o
parabola (fig. 28).

Justificare: VC este indltimea ‘ = v
triunghiului dreptunghic AVK in raport .4
cu ipotenuza AK. Notand AC = x si CV 7 T\
i ] N

=y, prin aplicarea teoremei inal{imii .ag-__—/'f o A T
in acest triunghi, obtinem y* = kx, \“\.__ \ \
proprietate caracteristici parabolei. A a ' b
fost creat in scopuri demonstrative si Fig. 28.

are un scop stiintific si educational.

Nota: Acest raport sugereaza ca Y este medie proportionald intre X si p.

T

3. Compasul perfect al lui Leonardo da Vinci

Prezentarea generala a acestui instrument s-a facut la capitolul “Elipsa”. Aici
vom face doar unele precizari: deschiderea conului este de 45 de grade, n scopul de a
face mai usoara setarea unghiului, care nu trebuie sa se schimbe in timpul rotatiei in
jurul axei (fig. 29 a).

In alt model de compas, facut pentru a construi oglinzi parabolice, planul plicii
este inclinat iIn mod corespunzitor, astfel Incat sd fie paralel cu generatoarea O
greutate, vizibild in figura, impinge mina spre foaie (fig. 29 b).
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4. Parabolograful cu romb
articulat

Punctul A este punctul central
al parabolei si este fixat rigid de
tabela, iar punctul P traseaza
parabola. Varfurile B si D ale
rombului articulat se misca 1in
interiorul ghidajului care le uneste
si care trece prin punctul P. Prin

deplasarea lor,
punctul P descrie
0 parabola (fig.

: 30).
—_—t \ T Justificare:
: — Pentru a desena o
a b parabola cu
_ ¢ focarul Fosi
Fig. 30. directoarea d,

trebuie sa aratam ca distanta FL este intotdeauna egala cu distanta L la linia d, adica FL
= LM (M fiind piciorul perpendicularei din L).
In figura 30 c avem: F (focarul) este punct fix; M este

punct mobil pe directoare; m este bisectoarea unghiului MLF ca & 4
diagonala in romb; j este linia perpendiculara pe directoare prin \ |7
M; L este punctul de intersectie al dreptei j cu m. e et

5. Dispozitiv bazat pe podara parabolei

Este format dintr-un suport format din doud tije R
perpendiculare THF in care punctul H se deplaseaza pe podara Fig. 31.
parabolei (tangenta la varf), iar tija perpendiculard in H trece prin focarul F. Liniile
determinate de TH invaluie parabola (fig. 31).

2.3. ELIPSA
2.3.1. Elemente introductive

A fost descoperitd de Menaechmus (sec. al IV™ " T.Hr.), iar denumirea a fost
data de Apollonius, care a rezolvat o problema prin metoda antica a ariilor, inclusa in
Elementele lui Euclid (sec. al 111" 1. Hr.), fiind date segmentele a si y si un numdr
real m sa se construiasca un segment X astfel incat aria patratului de latura y sa fie
egald cu aria dreptunghiului de laturi a si X mai putin de m ori aria patratului de latura
x. Problema conduce in limbaj modern la ecuatia y* = ax — mx%, care reprezinti o
elipsa (gr. elleipsis = lipsa).
2.3.2. Definitii echivalente
1. Elipsa - curba obtinuta prin sectionarea unui con circular cu un plan care taie toate
generatoarele unui panze.

Nota: 1. Daca planul este perpendicular pe axa conului, elipsa devine cerc (fig.
32).
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2. Tn general, sunt ignorate cazurile in care planul trece prin varful
conului, ori unghiul de la varful conului este de 90°.
3. Elipsa mai poate fi definita ca locul geometric al punctelor P din
plan astfel incat raportul distantelor la un punct fix F (focar)si o
dreapti fixa d (directoare), Fd, si fie o constanta e (excentricitate), (0
<e<1), fapt aratat de Pappus Tn secolul al Ill-lea (fig. 33).
. Noti: Elipsele au doua focare diferite si doua _
Q{ E\ directoare asociate, fiecare directoare fiind Fig. 32.

— perpendiculara pe linia care uneste cele doua focare.

\ /L 4. Tot ca loc geometric, dar pentru fiecare conica in parte:
Elipsa este locul geometric al punctelor M din plan pentru

; x=2¢ care suma distantelor la doud puncte fixe (focare) este constanta

Fig. 33. (fig. 34);

5. O altd modalitate de a defini conica este datd de [2]:

Elipsa este o curba algebrica de ordinal al doilea, ecuatiile

ei In coordonate carteziene fiind de forma: Ax* + Bxy +

Cy’+ Dx+Ey+F=0,cu B?~44C<0,4, B, C,..eR.

6. Ecuatiile carteziene reduse, prezentate in manualele

scolare, de exemplu [3]: X¥*/ a* + y*/ b*= 1, unde b* = &’ - Fig. 34.

¢?, Fy(-¢,0), Fo(c, 0), a, b, ceR’.

7. Ecuatiile polare: (a cos t, bsint), t € [0, 2x), a, b ¢ R.

2.3.3. Elementele principale:
varfurile elipsei: A (-a, 0), B (a, 0), C (-b, 0), D (b,0);
axa mare (majord): AB = 2a; semiaxa mare (majora): OA sau OB = a.

3. APLICATII ALE CONICELOR IN NATURA SI TEHNICA

Tn naturd, exista concepte care se referd la matematica, confirmand, prin urmare,
afirmatia Iui Galileo Galilei, ,,Natura este scrisd cu caractere matematice”. Odata cu
dezvoltarea cunoasterii si stiintei trebuie periodic efectuate unele reconsiderari sau
completari si precizari. Ne vom referi Tn continuare la cateva exemple pentru a ilustra
varietatea fenomenelor naturale sau antropice n care apar conicele. Tn acest sens,
dorim sd reamintim cateva etape evolutive privind aplicatiile acestor curbe in viata
noastra.

Hiperbola

Pentru a putea preciza starea in care se giseste un gaz la un moment dat, este
nevoie s se cunoascd volumul pe care il ocupd, presiunea pe care o exercitd si
temperatura lui. Acesti trei factori se numesc parametrii de stare. Acestia nu pot fi
independenti unii de altii, ci sunt legati intre ei printr-o relatie numita ecuatie de stare.
Dacé parametrii de stare a unui gaz de masa data variaza de la o valoare la alta spunem
ca gazul a suferit o transformare generald. Legatura dintre ei este datd de ecuatia de
stare p;Vi/T; = p,Vo/T,. Dacd prin anumite procedee se poate mentine constant unul
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din cei trei pareametri si masa, lasand sa varieze ceilalti doi, se obtine o transformare
simpla.

De exemplu, mentinand constanta temperatura unui gaz de masa data si variind
presiunea si volumul, gazul suferd o transformare izotermi. In acest caz, relatia
stabilita intre parametrii de stare este p;Vi = p,V, numita ecuatia izotermei, exprima
faptul ca produsul dintre presiunea si volumul unei mase de gaz este constant in tot
timpul transformarii: pV = const. (legea Boyle si Mariotte). P

Pentru a reprezenta grafic aceastd dependentd
reprezentand presiunea (ca variabild dependentd, ca Yy din —
matematica) in functie de volum (ca variabila dependenta, ca
X din matematica), observam cd, din punct de vedere
matematic este vorba de un arc de hiperbola echilatera (fig.

35). o v
Nota: Acest sistem de coordonate este cunoscut sub Fig. 35
numele de sistemul de coordonate Clausius Clapeyron. T

Hiperbola echilatera este utila si pentru autovehiculele motorizate. Orice vehicul
echipat cu un motor termic sau electric dispune de o putere limitatd care trebuie
dezvoltata la obada (periferia) rotilor motoare sub forma unei forte de tractiune F; si a
unei viteze tangentiale V. Tn acest caz, coordonatele F, si V reprezinti caracteristicile
de tractiune ale vehiculului. Pentru randament maxim, relatia F; = f(v) trebuie sa
reprezinte ecuatia unei hiperbole echilatere, insemnand cad autovehiculul se va
autoregla, adaptandu-si viteza la diversele profile ale traseului, modificAndu-si-0
automat in functie de dificultatea drumului si folosind o putere constanta dezvoltata de
motor, ceea ce Tnseamna eficientd. Vom aprecia ca aceasta functionare este realizata in
special la locomotivele diesel — electrice si numai a caror putere instalatd este de 6000
-8000 C.P.

Mai precizam ca, in afara vehiculelor de mare putere mentionate, In domeniul
subansamblelor mecanice si a diverselor tipuri de mecanisme, existd asa zisele
mecanisme plane articulate cu ghidare a unor puncte pe traiectorii induse. Din marea
varietate de mecanisme existente si utilizate vom mentiona urmatoarele mecanisme
mecanice plane articulate (MPA):

- cu dublu piston, cu un cilindru fix si altul oscilant;
- MPA cu culisa-piston.

3.1. Parabola

Ne vom referi la cateva exemple pentru a ilustra varietatea fenomenelor naturale
sau antropice n care apare parabola.
1. Balistica

Din experientd, stim cd un proiectil lansat pe orizontald va descrie o linie curba,
descendentd, determinatd de viteza initiald, greutatea si frecarea sa cu aerul (care
incetineste miscarea). Daca s-ar neglija frecarea aerului, parametrii de miscare raman
viteza gi greutatea, care actioneaza in directii diferite. Primul care a studiat stiintific
aceastd miscare a fost Galileo Galilei (1564-1642) care a aratat ca teoretic traiectoria
proiectilului este o parabola. Aceastd miscare poate fi comparata cu cdderea apei Intr-0
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cascadd, cu un gheizer sau o
fantana arteziana, fenomene
naturale care fac si se
inteleagd, ca miscarea lor,
datoritd greutatii sale, creeaza
o ramura de parabola (fig. 36
a,b).

2. lluminat _ Fig. 36.

Parabola are o proprietate

de reflexie foarte importantd pentru aplicatii multiple. Stim ca, in conformitate cu
legile opticii geometrice, fiecare fascicul cu originea in focar se va reflecta spre
exteriorul parabolei, paralel cu axa sa (fig. 37 a). Aceastid proprietate este foarte
utilizata in constructia de spoturi (fig. 37 b), faruri de masini (fig. 37 c), antene, radar,
faruri maritime (fig. 37 d) etc.

Fig. 37.

3. Radiolocatie

Conform proprietatii de reflexive amintita anterior, fiecare raza din afara
parabolei si paralela cu axa se va reflecta 1n focarul acesteia. Aceasta proprietate este
exploatata in constructia antenei de satelit, numita parabolicid. Semnalele de la un
satelit geostationar si, prin urmare, paralele cu axa de simetrie a antenei, sunt
concentrate ntr-un receptor plasat in focarul parabolei si trimise catre televizor (fig.
38 a).

Pe acelasi principiu de lucru se bazeazad radarul la sol, utilizat de exemplu
pentru controlul traficului aerian. Transmitatorul, care are, de asemenea, functia de
receptor si este pozitionat in focar, emite un fascicul de radiatii electromagnetice care
sunt reflectate de antena si trimis paralel cu axa sa spre cer. Atunci cand acestea se
confruntd cu un obiect, se reflectd in toate directiile si, prin urmare si spre radar.
Parabola le reflecta in focar, unde este receptorul care le trimite la un computer pentru
a le transforma in imagine pe un ecran (fig. 38 b). Pe acest principiu se bazeaza
si  constructia  radiotelescoapelor. = [
Undele radio de provenientd cosmica :
au fost descoperite Tn 1931 de
inginerul in radiocomunicatii Karl
Jansky. Primul radiotelescop
astronomic a fost construit in 1937 de
inginerul Grote Keber. Sursele radio
cosmic sunt mai ales nori gazosi Fig. 38.
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fierbinti, ramasite de supernove, stele neutronice si pulsatorii. Stelele luminoase,
neperceptibile visual, Tn majoritatea cazurilor, sunt surse slabe de semnale radio. Spre
deosebire de telescoapele optice cele radio pot functiona si ziua, putdnd penetra
straturile groase de gaze si nori.

Mai multe radiotescoape pot fi interconectate, putdnd functiona ca o singurd
antend mare radio. Telescopul de la Parkes (Australia) are un diametru de 64 m. si a
servit la aselenizarea misiunii Apolo 11. Din 1969, fotografiile lui Buzz Aldrin,
realizate de Neil Armstrong, au fost receptionate de Parkes si retransmise la centrul de
zboruri spatiale de la Huston.

4. Concentratorul solar

Energia solara iradiatd pe intreaga suprafatd a oglinzii parabolice este
concentratd pe absorberul concentratorului, fiind convertitd de stratul absorbant al
acestuia in energie termicd. Energia de pe suprafata absorberului este transferata,
datorita conductei, prin peretele acestuia, spre agentul termic (glycol) care o absoarbe
prin convexie. Acesta este un transportator de energie si ulterior folosit pentru
incélzirea apei menajere, incélzirea locuintei, producerea aerului conditionat sau in
procese industriale (fig. 39).

5. Arhitectura
1. A. Casa Batll6 (Spania)
Antoni Gaudi, arhitect

catalan din = =p ox =
secolul al

x I x-lea =
faimos atat Fig. 39.
pentru stilul

sdu unic cat si pentru proiectele sale
puternic individualizate. a folosit mult
curbele parabolice (ca si cele hiperbolice) in
constructiile sale. Inspirat fiind de formele
intalnite in naturd, ca de exemplu lantul, care atarnat intre doud puncte fixe este o
parabold, a creat extraordinarele arce parabolice intanite la Casa Batllg, capodopera a
sa din Barcelona. A Tnlocuit coloanele care ar trebui sd sustina arcele, iar acestea
disparand au ramas doar arcele, de la pardoseald pana la tavan si inapoi la pardoseala
(fig. 40 a, b).
2. Biserica Saint Louis Abbey (SUA)

Fatada circulara a bisericii este formatd din trei niveluri de arcade parabolic
albe, subtiri, turnate din beton, E e
cel de sus formand un turn- Wl i
clopotnitd. Arcadele par sa
pluteasca de la baza lor de ierburi.
Tn exterior (fig. 41 a), acestea se
confruntd cu intunericul datorat
izolatiei din fibra de sticla pentru
ferestre, dar privit din interior

Fig. 40.
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(fig. 41 b), ansamblul creeaza o transluciditate meditativa. Biserica contine, de
Asemenea, o sculpturd din secolul al XIV " a Madonnei cu copilul Hristos si artd
sacra moderna de artisti din Statele Unite ale Americii, Marea Britanie, Spania, si
Franta.
C. Hangarul pentru avioane - Brasov

In etapa de infiintare a Industriei de avioane in
Romania, la Intreprinderea Aeronautici Romana (I. A. R.) in
1925 la Bragov s-a construit un hangar pentru avioane avand
o0 sectiune parabolica cu o deschidere de 60 m (fig. 42).
6. Cablurile podurilor suspendate
A. Podul Tsing Ma (China) are lungimea de 1600 de metri
si o latime de 64 de metri, care
include 12 benzi de circulatie, cite sase in fiecare
directie. Mijlocul constructiei va fi strabatut de doua linii
de metrou, iar fiecare arc, dintre cele doud destinate sa
sustind imensa greutate a podului, masoard 205 metri
inaltime la o lungime de 667 de metri. Lungimea arcului
de sustinere in forma de parabola depaseste pe cea a deja
celebrului Lupu Bridge din Shanghai, China, cel care, cu
550 de metri lungime, era detinatorul recordului mondial (fig. 43).
B. Podul din Hong Kong, botezat dupa numele celor doua insule pe care le uneste —
Tsing Yi si Ma Wan, este al 6™ ca lungime din lume,
asigurand un mai mare volum de comunicatii
feroviare decét orice alt pod de acest fel. Constructia
lui a costat 900 de milioane de dolari, iar lucrarile au
durat 5 ani. Acum podul este una dintre cele mai
importante atractii turistice ale zilelor noastre.
Deosebit de frumos este aspectul acestuia pe timp de . :
noapte (fig. 44). Fig. 44.

Nota: Evident ca in lume sunt foarte multe poduri suspendate celebre, sustinute
de cabluri sub forma de arce de parabola, dar le-am preferat pe acesta din dorinta de a
evidentia rezistenta de care este capabila o astfel de structura parabolica.
7. Balustradele sub formi de paraboli la poduri
Podul din Sydney. Cu ocazia implinirii celei de a 75
aniversari, acest pod poate fi considerat unul dintre
simbolurile celui mai mare oras australian. Din cauza
amplasarii sale, podul este deseori fotografiat alaturi de
Opera din Sydney, aflatd in apropiere. Curios ca, desi

1 costurile constructiei podului au fost relativ mici — 12

Fig. 45. milioane de dolari (fig. 45).
8. Sustinere sub forma de parabola

Cunoscut si ca Ponte Dona Maria, este un pod de cale feratd construit de
Gustave Eiffel in 1877. Atunci, deschiderea arcului de 160 m fi aducea titlul de cel mai
lung pod arcuit din lume. Lungimea totala este de 353
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metri iar platforma de cale ferata se ridica deasupra
raului Douro la o inaltime de 60 m (fig. 46).

9.Cupole
Catedrala Nasterea Domnului din Chisinau.
Arhitectura este Tn stil neoclasic tarziu, iar cupola,
Fig. 46. surmontati de wun tambur -

cilindric, este sustinutd de patru piloni patrati in sectiune,
care preiau greutatea prin intermediul a patru arce dublouri si
a patru pendantivi. Tnvelitoarea cupolei parabolice, cu
coastele radiare, este din tabla de fier. Prin tamburul de 13 m
largime, cu 12 ferestre, interiorul este inundat de lumina (fig.

47).
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