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Rezumat. In lucrare sunt studiate o serie de exemple de calculare a limitelor, fiind folosite anumite procedee.
Abstract. A series of examples of limit calculation are studied in the paper, using some methods.

Calcularea limitei unei functii continue nu prezinta nici o dificultate, deoarece

xlinaf (x) = f(a) pentru un punct de continuitate a a functiei f.

lim fe _ lim e exprima o

Nota. Fie f(x) =« x, iar g(x) = x. Atunci o 09 = %o 0%

. . 0 . . ~ . - . - AL =
nedeterminare de tipul o Simplificand expresia 7x prin x, deoarece x tinde catre 0, insa este
diferit de 0, obtinem ca limita data este egald cu «. Dand valori numerice lui &, observam ca

: : : . g .10 . .
una si aceeasi nedeterminare (in cazul de fata de tipul 6) ne conduce la diferite raspunsuri.

Prin urmare, in asemenea cazuri, raspunsul nu este determinat de la bun inceput si el trebuie
calculat de fiecare data ridicand nedeterminarea.
La dezvoltarea nedeterminarilor deseori se primeste, ca unele nedetermindri s treaca

in altele si asta de cateva ori.

. . v . 0 0
Cazuri de nedeterminari: PEPT Rl 0-00, 09, 000, 1%, c0®,

Urmatoarele cazuri se considera definite:

5. §=O,a¢0. 2.%=0,a¢00. 3.00-00 =00, 4. a-0 =o0o,a #0.

_ B « _ (oo, pentru o> 0,
. ®+a=c,a# —c 6. co _{0,pentru x< 0.
7 gt — { oo, pentru x> 1, 7 g = { 0,pentru «> 1,
A= 0,pentru 0 <«< 1. a = oo, pentru 0 <«< 1.

Daca, calculand limita functiei f in punctul a obtinem una din primele patru
nedeterminari, atunci substituim, daca e posibil, functia f cu o functie g continua in punctul

a, astfel incét, pentru orice numar x # a si aiba loc f(x) = g(x) si atunci

lim _lim _
o d®@=1 900 =g.
. x2-1 . . o . x4+l
Exemplu. Functia f(x) = ——, oste identic egala cu functia gx) = .. pentru

x # 1.
Nedeterminari de tipul z (functii rationale si irationale).

Fie P(x) = a,x™ + ap_x™ 1+ -+ a;x + ay, a, # 0, n = 1. Atunci:

lim lim _
‘o _I_OOP(x) =5 _l_oo(anx" + ap_x" 1+t ax+ay) =
_lim An-1 aq Ao\ _
_x—>ioox (an+ " +---+xn_1+x—n)—ioo-an—ioo



Semnul raspunsului depinde de semnul coeficientului a,,, paritatea lui n si de faptul
dacd x - 400 sau x —» —oo.

Fie B,(x) = a,x™ + ap,_x™ 1 + -+ a;x + ay,

Qm(x) = bypx™ + by x™ 1 + -+ byx + b,.
lim P
— +00 Q)

impartind P, si Q,, la x™ sau x™. Se observa ca

In acest caz x este 0 nedeterminare de tlpul , pe care usor o ridicam

] In pentrun =m,
lim pPx) ) bm
x = 400 Om@x) 0, pentrun<m,

oo, pentrun > m.

Pentru functii irationale putem utiliza urmatoarele echivalente:
m m n
\/anx" +a,_ x" 1+ +ax+a, ~\/a, xm, pentrux — +oo.

V6x* + 2x3 + 5 ~+/6 x2, pentrux » —co.
V2x* +2x2 4+ 3 ~— 2 x, pentrux - —oo.
Exemple. Sa se calculeze limitele date:

lim  sx*+2x3-4 (3 4) _ lim Sha _5
" x > 400 6x*—5x2-3x oo’ x = 400 6_x_2_xi3 6
. lim sx*+2x3-4 5
Raspuns: —— =
x = +00 6x*-5x2-3x 6
lim 7x3+8x%-3x+4 © 3 . - < 3
2. ————— = |—,x°, deoarece x > —oo,consideram ca x> =
X —> —00 —V9x0+4x2+7

8 3 4
lim 7ty 2%3 7 1
_1/x6) — Tx a3l _ 9l

-5 —00 4 7 3 3
X 9+x—4+x—6
. lim  7x3+8x2-3x+4 1
Raspuns —F—— =2z
X > —00 —-VIx®+4xc+7

Lo . 0 .. .
Nedeterminari de tipul o (functii rationale).

Fie P(x) si Q(x) doua polinoame pentru care P(a) = Q(a) = 0. Pentru a

lim P(x)
Q)
descompunand polinoamele astfel: P(x) = (x — a)P;(x ) si Q(x) = (x —a)Q,(x) ,unde P,

calcula ce reprezintd o nedeterminare de tlpul -, apelam la teorema Bézout,

si Q; sunt de asemenea polinoame care pot fi aflate sau prin impartirea in coloana a
polinoamelor P si Q la (x — a) sau cu ajutorul schemei lui Horner. Daca polinoamele P si Q
sunt de gradul doi (ambele sau unul dintre ele), atunci descompunerea poate fi efectuata in
baza formulei descompunerii trinomului pétrat in factori liniari:
ax? + bx + ¢ = a(x — x;)(x — x,). Deseori factorul (x — a) poate fi separat la numarator
si numitor prin gruparea termenilor. Deci
lim P _ lim @-o)p(x) _ lim Pi(x)
x> ax) x-oa@x-ahx) x-oa®)
Exemple. 1. Sa se calculeze limita:



lim  3x3+7x2%+12
X > —2 6x2+5x—14

. . 0 . .
Rezolvare. O nedeterminare de tipul 0" Aplicdm schema lui Horner pentru separarea

factorului liniar (x + 2) atat la numarator, cat si la numitor.

3(7 |8]12 3x3+7x2+12=(x+2)(3x*+x+6)
-213|11(6|0
6 |5 |-14
216 1-7 |0 6x% + 5x — 14 = (x + 2)(6x — 7).
Astfel lim  3x3+7x2+12 _ lim  (c+2)(3x%+x+6) _ lim  (3x%+x+6) _ 16
X > —2 6x2+45x-14 x — —2 (x+2)(6x-7)  x — —2 (6x-7) 19
Raspuns: lim  3x3+7x%+12 _ 16
PUIS. X > —2 6x2+5x-14 19’
lim XxX—27
‘x> 27 3x -3

. . 0
Rezolvare. Este 0 nedeterminare de tipul s

lim  x-27 _ lim G -27_ lim  (E-3)CH -337+9) _

x> 27 ¥x-3 x->27 ¥x-3 x-27 Vx-3
lim 3<% 3
= — =VY4+94+9= .
NN 27(./x) 3Vx + 9)=9+9+9=27
. o lim x-27 _
Raspuns: ‘27 Vi3 27.

.o . 0 e
Nedeterminari de tipul ° (functii irationale).

Fie p(a) =0, f(a) =g(a) >0, u(a) =v(a) >0, unde p,f,g,usi v sunt polinoame.
lim V)= gx)
X = aprEul)-yv(x))

atat la numarator, cat si la numitor). Pentru a calcula aceasta limitd, inmultim atdt numaratorul,

Atunci

este 0 nedeterminare de tipul % (polinomul p poate figura

cat si numitorul cu produsul conjugatelor expresiilor irationale de la numarator si numitor:

GO +/g()) (ulx) + \/v(x)). Expresiile obtinute sunt identic egale, prin urmare vor
fi identic egale si limitele lor:
lim _ Jf@-Jg&x) _ lim (VIO -Va@)(VF+/9@) (Vu@+/v@) _
x = ar@(u@-v@)  x = ar@(u@-vm@)(VFE+/@®)(u@+/r@)

_ lm _f@-g) @+ v _ Ju@+fv@)  lim _ f)-g()
x = ar@-vx) Jf+/ax) Jr@+/gl@ x - ap@)@)-vx)

5 o : .y : 0 :
In rezultat problema s-a redus la ridicarea unei nedeterminari de tipul 0 functie

rationala.



Expresii conjugate:
- S=1xP-ya- -zl K=Y x"P.yn -4 .-z"l SK=x-y-..z
- S=vVx+.y, K=vVx—\ly SK =x—y.

- S=Yx+ 3y, K =Vx% = 3xy + [y2, SK =x+y.
- S=VYx—3y, K = 3x? + 3[xy + 3/y?, SK =x —y.
Exemple. 1.Sa se calculeze limita:
lim Vx+1-2
x = 3 V2x+3-3
lim Vx+i-2

: : 0, o . :
Rezolvare. = (nedeterminare de tipul P inmultim atat numaratorul si

x — 3 V2x+3-3
numitorul cu conjugata numaratorului si numitorului: (vVx + 14+ 2)(vV2x+3+3)) = =
lim (F1-2)(x+1+2)(V2x+3+3) _ lim  x+1-4  lim (2x+3-3) _ lim  x+3  6_
x = 3 (V2x+3-3)(V2x+3+3)(WVx+1+2) x > 3 2x+3-9 x > 3 x+1+2) x > 3 2(x-3) 4
lim Vx+i-2_3
x > 3 V2x+3-3 4
lim V3x+4—V5x—4
"x >4  Vx+5-3

3
Py

Raspuns:
2

. : 0 A . : :
Rezolvare. Este o nedeterminare de tipul P multiplicam atat numaratorul si numitorul

CU conjugata numdritorului si numitorului: (v3x + 4 + V5x — 4)(Vx + 5 + 3).

lim 3x+a—5x—4_ lim (V3x+4—5x—4)(V3x+4+V5x—4)(Vx+5+3). _
x — 4 Vx+5-3 _x - 4 (V3x+4+/5x—4)(Vx+5+3).(Vx+5-3) B
lim 3x+4-(5x-4) lim Vx¥5+43 6 lim -2x+8 _ 3

T x> 4 %459 x> A(V3xshivor-d) 8 x >4 x4 2
Raspuns: lim v Vser . 3
x—>4 Vx+5-3 2
Nedeterminari de tipul oo — co.
Astfel de nedeterminari se dezvolta cel mai des apeland la expresiile conjugate.

Exemple. Sa se calculeze limitele:

1. UM (oxT T 3x 14+ 3x).
X > —00
Rezolvare. x ﬁnioo(\/ 9x2 —3x+4+ 3x) =( nedeterminare de tipul oo-o0)
_ lim  (VoxZ=3x+4+3x)(VoxZ-3x+4-3x) _  lim  9x2-3x+4-9x% _
_x - —00 Vox2—3x+4-3x - x — —00 Vox2—3x+4—-3x -
lim —-3x+4

H - (0]
= (nedeterminare de tipul —, impartim numitorul si numaratorul
x — —oo (Vox2-3x+4-3x) ( pul =, Impart umitorul $1 nu oru

. 4
lim -3+ -3 1

X > —oo< [9_§+iz_3> -3-3 2
X x
1

Raspuns: Lim (VoxZ—3x+4+3x) ==
X > —o0

2
lim (\/xz +3x—2— x)

" x > 4o

la x, tinand cont ca x = —Vx? )=




Rezolvare. '™ (VxZ + 3x — 2 — x) = ( nedeterminare de tipul 00-00) =
X — 4o

_ lim (YeP3x—2-x)(VxP+3x—2+x) _  lim  x®+3x-2-x* _  lim  3x-2  _
_x—>+00 VXZ+3x—2+x _x_’+°°\/m+x_x—>+oo\/m+x_
2
i 1 llm 3—— 3
(nedeterminare de tipul =)= x

x = +°°< [1+3+%+1>
X x

- o lim 5 — N\ _3
Raspuns.x_)_l_oo(\/x +3x—2 x)—.

2

lim x(\/Zx2 —3x +4—+2x? - 3x+2).

T x > 4oo
Rezolvare. ™ x(V2x% = 3x + 4 — V2x2 — 3x + 2) =nedeterminare de tipul o0-00) =
X = 400
lim x(V2x2-3x+4-vV2x2-3x+2)(V2x2-3x+4+V2x2-3x+2) _
X = +oo V2x2-3x+4+V2x2-3x+2
lim x(2x?-3x+4)-(2x%2-3x+2)_ lim x _ 2

~ S

Tx o 400 V2xZ-3x+4+V2xZ-3x+2 x — 400 V2xZ-3x+4+V2x2-3x+2 2v2

- o lim 7 _ 7 _ V2
Réspuns. ‘o _I_oox(\/Zx 3x +4—V2x%2-3x+2) = ~.

Regula lui L'Hospital.

Fie Lim u(x) =0 si lim v(x) = 0sau
xX—a X —>a

lim . lim . ) S
u(x) = toosi v(x) = oo, unde a este un numar sau a = +oo si fie ca existd
X —a X —a

lim wx)

limita . lim ut)
X — av(x)

Atunci exista si limita ——si are loc egalitatea:
’ x = av)
lim u(x) _ im u'()

x> av(x) x-av(x)

Metoda logaritmarii.

Unele nedetermindri de tipul 0°, 0%, o si altele pot fi ridicate apeland la metoda

logaritmarii. Fie ca xlina[u(x)]”(x) este 0 nedeterminare de tipul indicat. Notdm aceasta
limita cu b si logaritmdm ambii membri: xlina [u(x)]*®@ = b,
Inb =1In xlina [u(x)]*® = (deoarece functia logaritmica este continue) =

= lim In[u(x)]*™®= Lim v(x) - In[u(x)] si in rezultat se obtine o nedeterminare de tipul
x> a X - a

0-00.

< e < lim . lim . . .
Remarca. Fie ca u(x) = b, iar v(x) = c si functia u¥ nu prezinta o
X—a xX—a

nedeterminare in punctul a. Atunci xlina[u(x)]v(x) = b°.

Exemple. Sa se calculeze limitele:



lim

1. ‘o O[tg x]*.

Rezolvare. Fie xlTO(tg x)* = a. Atunci Ina = xli_T)nO In(tg x)* = xlTOx -In(tg x)

= (tg x~x) = xlTOx ‘Inx =xli_r)n01n?x = (g, apelam la regula lui L'Hospital) =
xli_r)no% = xli—in()i: (—xiz) = _xli_r)nox = 0. Decilna =0saua = 1.

. ~lim x _
Raspuns. NN 0[tg x]*=1.

n — oo

lim

Rezolvare. Fie 0
n — oo

Vn = a. Aceasta limiti reprezinti o nedeterminare de tipul o°.

1

Avemlng =In M pn— lim Inn_ e 40 em la variabila continue x) =

n — oo n—->oon 0o
[ 0o o . . A 1 ’ [
= lim lnx_ (—, apelam la regula lui L'Hospital) = lim @y lmo 1 ,
X — +00 x 0 X — +oco  x/ X — +oox
Ina=0, a=1.
Raspuns: lim Yn=1.

n — oo

Echivalenta functiilor.
Functiile f(x) si g(x) se numesc echivalente In vecinatatea punctului a daca

xlina % = 1. In acest caz in vecinitatea punctului a functia f(x) o aproximeazi pe g(x)

sl viceversa.

La calcularea limitelor deseori apelam la urmatoarele echivalente (x€ R, x — 0):

oc3x3 OC3x3

1.sin X x~ X X~ X x —

31

0<3x3

3.arcsin X x~ < x + o

2,2

x“X

2!

5.co08 X x~1 —
7.e~1+ x.

9.In(1+x x) ~ « x.

2.tg X x~ X x + "

o3 x
3

3

4. arctg « x~ X x —

2,2

xX“Xx
21

8. a*~14+x - Ina-x.

10. logq (1+0c x)~—=.

6. 1- cos X x~

lim sin x

X0 x = 1.

Prima limita remarcabila:
A doua limita remarcabila. Fie lim ulx) =1, lim v(x) = too, unde a este un
xX—>a xX—>a

1 lim .
numdr sau a = +oo. Atunci xlina[u(x)]v(X) — pxog XDV

Exemple. Sa se calculeze limitele:

lim 2xt1
1. 2x — 3) x-2.
£ o p(2x = 3)x=2



2x+1

Rezolvare. Lim (2x — 3)x-z =(nedeterminare de tipul 1%, Lim (2x—-3) =1,
x> 2 x> 2
lim 2x+1 _ ) e;lmZ(Zx 3— 1)2;‘21 _ eiﬁ% _ e;‘mz(2x+1) 10
X = 2 x-2

2x+1

Rdspuns.' NN (Zx —3)x2 =el
lim
2. ‘o _Oo(x —2)(n(5 — 4x) — In(7 — 4x)).
Rezolvare. In paranteze figureazi o nedeterminare de tipul oo — oo, Utilizand

proprietatile functiei logaritmice, obtinem:

lim _ lim _
‘o _oo(x 2)(In(5 —4x) — In(7 — 4x)) = ‘o _oo( 2) ln = (acum
figureaza o nedeterminare de tipul oo - 0) = lim In (5 4x) (*=2) = (deoarece In u este
X > —00 7—4x
: lim 5-4x_
continue) = In_ lim (j ii)(" 2)=( nedeterminare de tipul 1%)=In ex-- oG DD
= Um —5_4x_7+4x( —2)= im  —26-) _ (nedeterminare de tipul =) =
X — —00 7—4x X > —00 7-4x ©
lim -20-2) 1
x> -0 -4 2

. ~lim _ _ _ _ 1
Raspuns: ‘o _Oo(x 2)(In(5 —4x) —In(7 — 4x)) = >

4 lim 2arcsinx+4tg 5x

x—0 1-cosx
lim 2arcsin3 x—3arctg 2x . . 0
Rezolvare. 92 —(nedeterminare de tipul = ) =
- O 1—cosx 0
_lim 2630 pim R im B2 lim 259x_
x—0 = S x->0 = x>0 2 x—0 27
o lim 2arcsinx+4tg 5x
R : = 0.
aspuns x—-0 1—cosx 0
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