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Abstract: The paper is a synthesis of the main methods for finding the limits of functions. These are: two
remarkable limits (and as a consequence, the use of equivalent infinitesimal functions), I’Hospital’s rule, and
a more sophisticated method — the power series expansion of functions. In the end, is analysed the limit of
the numerical sequence having the general term equal to the integral sum of a certain function over a certain
interval.

Cuvinte cheie: limita functiei, nedeterminari, limite remarcabile, infiniti mici echivalenti, dezvoltare in
serie de puteri, sume integrale.

Limita functiei este o notiune fundamentald in matematicd. Ei i se datoreaza aparitia si dezvoltarea
anali-zei matematice. Prin intermediul ei se definesc derivatele si integralele, spectrul de aplicatii ale carora
pare a fi nelimitat. Pentru a fi aplicata, limita functiei trebuie calculatd. Definitia limitei nu este constructiva,
in sensul cd ea nu contine si calea de aflare a limitei. Din acest motiv, nu existd un algoritm standard de
aflare a limitei. Ne vom opri la cateva metode de calculare a limitei functiei, diferite de cele elementare.
Acestea vor fi: doud limite remarcabile impreuna cu consecintele lor, regula lui 1'Hospital, dezvoltarea
functiilor 1n serie de puteri, folosirea sumelor integrale.

sin x

1. Prima limita remarcabila: lim =1. Aceastd limitd se aplica in majoritatea cazurilor, in care

=0  x
figu-reaza functii trigonometrice. Din prima limitd remarcabild rezultd 4 perechi importante de infiniti mici
echivalenti:
Pentru x > 0: 1. sinx~x; 2. tgx~x; 3. arcsinx~x 4. arctgx ~x
La calcularea limitelor, numaratorul si numitorul fractiei pot fi Tnlocuiti prin infiniti mici echivalenti, de

obicei, mai simpli.
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2. Limita a doua remarcabila: hm(l +— | =e, sau, in mod echivalent, lim(1+ x)* =e. Aproape in
X—>0 X x—0

1
exclusivitate, ea se aplicd in cazul nedeterminarilor de tipul ‘lw‘. Din lim(l1+x)* =e mai rezultd doua
x—0

perechi de infiniti mici echivalenti, care se adaoga celor patru din (1):
Pentru x —>0: 5.¢7'~x; 6. In(1+x)~x.
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Efectuam substitutia x—1=¢.Cand x > 1, t = 0. Prin urmare,
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3. Regula Ilui L’Hospital [2] reprezintdi o metodd eficace de calculare a limitelor In cazul

. La inlocuirea numaératorului si numitorului fractiei prin derivatele lor,

o0
limita fractiei nu se schimba (in cazul cand ultima existd). Adeseori, regula lui L’Hospital se aplicd de cateva
ori consecutiv.

nedeterminarilor de tipul |—| si

et —e"=2x . e +et=-2 . e —-€e" e +er 1+1
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4. Dezvoltarea functiilor in serii de puteri reprezintd o treaptd mai avansata in calculul limitelor [1].

) 1 t ) 1 . sinx-—
Exemplul 4 1m(_ij1m(__j1m—
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Folosind dezvoltarile standard ale functiilor sinx si cosx in serii de puteri, obtinem in continuare:
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5. Sirul numeric e tot o functie, doar ca definitd pe multimea numerelor naturale N. Multe din
procedeele de aflare a limitei functiei la infinit se aplica si la aflarea limitei sirului. Un procedeu aparte,
specific doar pentru unele siruri, presupune folosirea sumelor integrale ale unei functii pe un segment. Daca
termenul ge-neral al sirului are forma unei sume integrale al functiei f{x) pe un careva interval inchis, atunci
limita acestui sir coincide cu integrala functiei f{x) pe acest interval.
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Termenul general a, al sirului este suma din paranteze; el se transforma astfel:
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Acum raméane de observat, ca sub forma obtinutd termenul general reprezintd o suma integrala a functiei

1
f(x)= > pe intervalul inchis [0,1]. Acest interval are lungimea 1 si a fost impartit in n pérti egale,
+ X

A

: 1 et .
fiecare de lungime Ax, = —. In rolul punctelor &, s-au luat extremitatile din dreapta ale intervalelor. Cum
n

limita cerutd este limita sumelor integrale a functiei f(x) = pe intervalul inchis [0,1], ea coincide cu

1+x°
integrala definita a acestei functii pe [0,1] :

n n 1 T
lim st—— ...t I dx = arctg x| =arctg | -arctg 0 = —.
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