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Abstract: S-a demonstrat pentru bucle teorema generalizatd Puancare,; deasemenea se aratd ca mulfimea subbuclelor
normale ale unei bucle formeaza o sublatice completa si modulara a laticei complete a subbuclelor acestea si este
izomorfd cu laticea congruentilor buclei.

Cuvinte cheie: nucleu, nucleu de stinga (de dreapta sau de centru), congruentd, lattice de subbucle, lattice de
congruente.

Propozitia 7 (Teorema Poancare generalizatd) Fie L o bucla si H, K subbucle consolidate de stinga
(respectiv, de dreapta) ale lui L, astfel ca H (K sd verifice conditia (3) (respectiv, (4)) din Propozitia 4.
Daca indicii de stanga (respectiv, de dreapta) ai lui H si K sunt finiti, atunci indicele lui H (YK in L este
finit.

Demonstratie. Presupunem ca indicii de stdnga |L:H| si |L:K| sunt finifi. Vom arita ca
|H:HNK|< L:K]|.Inacest scop vom demonstra ci aplicatia

0 H1 pune = L py, p(i(HNK)) =h-K

este injectivd. Mai intdi observam ca definitia lui ¢ nu depinde de alegerea reprezentantului h in clasa
h(H N K), deoarece h" e h(HMNK)=h"ehK = h'’K =hK.
Pentru orice h,h’ € H avem

p(N(HNK)) =p(W(HNK)) =hK =h'’K = h'\hK =K = h"\he K =

—h\heHNK=heh-(HNK)=h-(HNK)=h(HNK).

Ultima implicatie rezulta din faptul ci intersectia a doud subbucle consolidate de stdnga, de asemenea este o
subbucla consolidatd de stanga. Asadar, am aratat cd ¢ este o injectie. Prin urmare,

|[H:HNK|<L|L:K].
Din aceasta inegalitate si din (1.3) rezulta
IL:HNKHL:H|-|H:HNK|KL:H|-|L:K]|,

ceea ce aratd ca | L H () K | este finit. Cazul caAnd H si K sunt consolidate de dreapta se cerceteaud in mod
analog. [

Fie L o bucla, | # si H,,iel o familie de subbucle. In multimea tuturor subbuclelor lui L
avem

inf{H,li e 1}=H, si supfH, li e 1}=Ip(UH,).
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Uneori vom nota pe sup{H;|iel} cu v H, si o vom numi subbucld generata de H;,i€l, iar pe
le

inf{H, lie 1} cu AH, si o vom numi intersectia subbuclelor H;,i € | . Atunci este aproape evident ca
iel

multimea tuturor subbuclelor buclei L este o latice algebrica completa in raport cu operatiile v si A. In
aceastd latice cel mai mare element este L, iar cel mai mic element este E ={e}.

3.FieLobucld, | # si H;, 1€ o familie de subbucle. In multimea tuturor subbuclelor lui L avem
inf{H,|i e I}:_ﬂI H, si sup{H;liel}= Ip(_UI H,).
le le

iel, iar pe

Uneori vom nota pe sSup{H;li€l} cu v H, si o vom numi subbucld generata de H,,
iel
iInf{H, lie 1} cu AH, si o vom numi intersectia subbuclelor H;,i € | . Atunci este aproape evident ca
iel

multimea tuturor subbuclelor buclei L este o latice algebrici completd in raport cu operatiile v si A. In
aceastd latice cel mai mare element este L, iar cel mai mic element este E ={e}.

Propozitia 8 Multimea subbuclelor normale ale unei bucle L formeaza o sublatice completd gi modulara
a laticei complete a tuturor subbucleor lui L.

Demonstratie. Fie H, <L, i € | . Atunci avem
inf{H, |i € I}:'A| H si sup{H,|i e I}:.\/I H.

La inceput vom ardta ca

H=AH,;si H =vH,

iel iel
sunt subbucle normale in L. Fie aeH, atunci ae H; pentru orice i el . Intrucat H, sunt subbucle
normale in L, atunci pentru orice substitutie internd o € IntL avem «(a) € H; pentru orice i e | . Prin
urmare «(@)eH,; = A H=H, si deci H este normali in L. Fie acum aeH’, atunci

iel le
a= a(ail,aiz ""’ain) este un element provenind in urmaoperatiilor buclei aplicate elementelor
a; € Hy, j=1,..,n.Deci ae Hj1 . sz Hjn =N < H'. Deoarece N este subbucld normald, avem

a(a) € N, adica a(a) e H', pentru orice « € IntL . Prin urmare H' este normala in L.

Aratam acum ca laticea subbuclelor normale este modulara. Amintim cé o latice este modulara daca

elementele ei satisfac urmatoarea cvasiidentitate (axioma modularitatii):
XSYy=>XVv(YAZD)=(XVY)A(XVZ).

Intrucat X<y < Xv y =y, ultima cvasiidentitate este echivalenti cu identitatea
Xv((xXvy)az)=(xvy)Aa(xvz).

Prin urmare, conform ultimei identitati, este suficient s aratdm ca este adevarata egalitatea

X(XYNZ)=XYNXZ

pentru orice subbucle normale X, Y, Z ale buclei L. Daci ae X(XY(1Z),a=x-h, unde
XxeX,heXYNZ. Atunci heZ si he XY . Deoarece he X-Y, avem h=u-v, unde ue X si
veY, adica a=x-uve X -uv=Xvc X-Y. Aceasta inseamni ci ae XY [)XZ. Prin urmare
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X(XYNZ)c XY NXZ. Invers, fie ae XY (1 XZ, atunci a=uy=vz, unde u,ve X,yeY,zeZ.
De unde z=v\uye XY Z si a=v(viuy)e X(XYN2Z), si deci XY XZ < X(XY2Z). Prin
urmare X (XY NZ)= XY N XZ .}

Pentru orice bucla L cu Sub, (L) vom nota multimea tuturor subbuclelor normale ale lui L, iar cu

Con(L) vom nota multimea tuturor congruentelor pe bucla L , cercetatd cu operatiile de inmultire si
impartirile de stanga si dreapta.
Pentru orice bucla L cu Sub, (L) vom nota multimea tuturor subbuclelor normale ale lui L, iar cu

Con(L) vom nota multimea tuturor congruentelor pe bucla L , cercetatd cu operatiile de inmultire si
impartirile de stanga si dreapta.

Propozitia 9. Pentru orice bucla L laticile Sub, (L) si Con(L)sunt izomorfe.
Demonstratie. Vom arata prima data ca, dacd N este o subbucld normala , atunci p,, este 0 congruenta

pe bucla L. Din Propozitia 1 rezultd cd p, este o relatie de echivalenta pe L. Intrucat subbucla N este

normala 1n bucla L, avem

XonY & Zpyt =>y\xeN&t\zeN =>xeyN&zetN = xz2e yN-tN =
Vi -N&Z\XetN\YyN =(t\y)N&Xx/zeyN/tN =(y/t)N=>xt\yze N &

E\Y\(z\x)eN&(y/t)\(x/2) e N = xzp Yt & (2\ X) py, (t\ V) & (X/ 2) p\ (Y /1).

Deci p,, este o congruentd pe bucla L. Definim acum aplicatia ¢ : Sub, L — ConL
prin formula

#(N) = py (N & Sub,L).
Dupa cum stim
NeN'=py oy,

deci aplicatia ¢ este crescitoare pe mulfimea Sub L in raport cu incluziunea.
Acum vom ardta ca, dacd p este o congruentd, atunci clasa adiacentd ep, unde e este unitatea buclei L,
este o subbucli a lui L. Intr-adevar,

a,,a, eap =>epa &epa, =>epaa, &epa, /a, &epa, \a, = aa,,a,/a,,a,\a ep.
Deciep este o subbucla a lui L. Pentru orice X,y € L si orice a € ep avem

aR,, = (ax-y)/xyp(ex-y)/xy =e,
aL,, =xy\(x-ya)oxy \(xy-e) =¢,

aT, =x\axpx\(ex) =e,

Asadar, anyy , aLX'y ,

In continuare vom aréta ca aplicatia

aT, ep. Prinurmare, subbucla ep este normala in bucla L.
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@' :ConL — Sub, L, ¢'(p) =ep
este inversa lui ¢ . Intr-adevir,

(o9 )(p) = p(@'(p)) = plev) = p,,
si

X, y)ep, =>x\yeep=epx\y;
iar

epx\y & Xp = xpy.

Deci p,, < p . Invers, presupunem xpy . Din xpx si xpy rezultd ep(x\Y), adicd X\'y eep, ceea
ce implica (X, y) € p,, Rezultd p=p, .
Deci

(@) p)=p.

Pe de alta parte
(@' p)(N) = 9" (@(MN)) = 9'(py) =€py =1-N=N.

Prin urmare, ¢ este o bijectie si ¢’ = (071. Trebuie sd mai aratdm ca ngl este crescatoare.
Dacd p, p' € ConL, atunci

pcp =epcep =9 (p) o ()

adicd @ este crescatoare. Asadar, aplicatia ¢ : Sub, L — ConL este un izomorfizm al multimilor
ordonate Sub,L si ConL. De unde rezultd ca ¢ este un izomorfism de latici.

Din Propozitiile 8 si 9 rezultd urmatorul

Corolar 10 Laticea Con(L) este completa si modulara.
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