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Aparute din necesitatea de a modela diverse situatii, relatii sau
fenomene in forma grafica, grafurile si-au gasit o multitudine de
aplicatii in cele mai diverse sfere ale activitatii umane: constructii si
sociologie, electrotehnica si politologie, chimie g1 geografie ... acest gir
poate fi continuat la nesfarsit.

Teoria grafurilor a luat nastere de la problema podurilor din
Konigsberg, cercetata de Euler si s-a dezvoltat ca un compartiment al
matematicii clasice pana la momentul aparitiei sistemelor electronice de
calcul si a teoriei algoritmilor. In contextul rezolvarii problemelor de
calcul automat, grafurile s-au dovedit a fi un instrument universal si
extrem de flexibil, devenind un compartiment al matematicii aplicate.

O adevarata revolutie a cunoscut-o teoria grafurilor in anii 60 —
80 ai secolului trecut, cand a fost stabilita posibilitatea de utilizare a lor
pentru rezolvarea problemelor de optimizare. Algoritmii pentru
determinarea drumului minim, punctelor mediane, centrelor, de
maximizare a fluxurilor, dar si multe altele au devenit componente
vitale ale cercetarilor operationale si a metodelor de optimizare.

In aspect informatic grafurile apar si in calitate de structuri
eficiente de date, in special arborii, care permit realizarea optima a
algoritmilor de sortare si cautare.

Numarul de lucrari, care studiaza aspectele algoritmice ale
teoriei grafurilor este unul impunator. Printre primele aparitii se
numara Applied graph theory de Wai-Kai Chen; Graph Theory. An
Algorithmic approach de Nicos Christofides; urmate de Algorithmic
ghaph theory de Alan Gibbons, Algorithms in C de Thomas Sedgewick si
multe alte editii. Totusi, majoritatea editiilor se axeaza doar pe
descrierea matematicd a algoritmilor, fara a le suplini prin
implementari intr-un limbaj de programare sau altul, or, tocmai
implementarea algoritmului este componenta de importantd maxima
pentru programatorii practicieni.

in prezenta lucrare se iIncearca abordarea ,verticald” a
algoritmilor clasici ai teoriei grafurilor: de la notiuni teoretice, definitii
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sl teoreme, catre descrieri matematice a algoritmilor, urmate de
implementari integrale sau partiale (fara prezentarea subprogramelor
auxiliare) in limbajul de programare C, insotite si de prezentarea si
analiza rezultatelor.

Un motiv al prezentarii partiale a implementarilor algoritmilor
este conceptia de manual a lucrarii: restabilirea partilor lipsa a
programelor devine un exercitiu practic pentru toti cei care studiaza
cursul de ,Teorie a grafurilor” in institutiile de invatamant superior din
republica.

Editia este destinatd nu doar studentilor facultatilor de profil,
dar si elevilor pasionati de informatica, precum si profesorilor, care au
in grija lor pregatirea de performanta in domeniul Informaticii — teoria
grafurilor este inclusd in calitate de compartiment obligatoriu in
curriculumul international de performantad pentru Computer Science.
Exercitiile, cu care finalizeaza fiecare capitol, pot fi folosite in calitate
de lucrari de laborator — rezolvarea lor presupune prezenta
cunostintelor teoretice dar si a competentelor practice de programare.

Venim si cu o recomandare pentru instrumentele informatice,
care pot fi utilizate pentru rezolvarea exercitiilor propuse la finele
fiecarui capitol: cele mai ,prietenoase” medii de programare s-au
dovedit a fi compilatoarele Dev C++ si MinGW Developer Studio —
ambele produse in distributie libera.

Speram ca editia va deveni nu doar un suport teoretic eficient,
dar si unul aplicativ pentru toti cei care studiaza elementele de
programare si cursurile de teorie a grafurilor.

In final tinem sa aducem sincere multumiri academicianului
Petru Soltan, care cu ani in urma ne-a dus cursul de teorie a grafurilor
la catedra de Cibernetica Matematica a Universitatii de Stat din
Moldova; colaboratorilor catedrelor de profil de la Universitatea de Stat
din Moldova, Universitatea de Stat Tiraspol si Universitatea Academiei
de Stiinte a Republicii Moldova, care au adus un aport considerabil la

redactarea si recenzarea editiei.

30 noiembrie 2011 Autorii
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Capitolul 1. Notiuni generale

in acest capitol:

= Grafuri. Varfuri, muchii.

= Grad al varfului, vecini

= Cai, cicluri

= Subgrafuri

=  Grafuri orientate, planare, conexe

= Metode de reprezentare a grafurilor: matricea de adiacenta, matricea de

incidenta, lista de muchii, lista de vecini

1.1 Definitii

Def. Graf neorientat (graf) — o pereche arbit-
rard G=(V,E) Ec{{u,v}:u,veV &u=v}

Def. Graf orientat (graf) — o pereche arbitrara
G=(V,E), in care EcV xV

| % formeaza multimea varfurilor
grafului, £ — multimea muchiilor. De obicei
varfurile grafului sunt reprezentate in plan
prin puncte sau cercuri iar muchiile — prin
segmente care unesc varfurile.

Pentru graful din  desenul 1.1

V={1234}, E={2:{23.{3 4L 4.{2.4

(2 (3)
O

Des 1.1. Graf neorientat

2 (3)
O

Des 1.2 Graf orientat
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Intr-un graf orientat muchiile! se reprezinta prin sageti, care
indica directia de deplasare pe muchie. Pentru graful orientat din

desenul 1.2 V = {1, 2,3, 4}, E= {(1, 4),(2,2),(3,2),(3,4),(4, 2)} )

Muchia (U,V) este incidentd varfurilor U,V , iar acestea sunt

adiacente muchiei.
Grade

Def. Gradul varfului Vv, d(vV) este numirul de muchii, incidente

acestuia?. Un varf este izolat, daca gradul lui este O.

Multimea de vecini ai varfului v;, I'(v,)este formatd din
varfurile adiacente la v, . Intr-un graf orientat multimea vecinilor este
formata din doua componente distincte: T'(v;) =T"(v.)UT " (v,).

" (V) este formata din varfurile arcelor cu originea in v,. T (V,)
este formata din varfurile-origine ale arcelor care se termina in

V,. Pentru varful 4 din graful reprezentat pe desenul 1.2

r"(4={2}, T°(4)={13}.
Cai si cicluri

Def. Cale in graf este o consecutivitate de varfuri v,,Vv,,...v, astfel incat
Vi=1...,k—1varfurilev,,Vv, sunt adiacente®. Daci toate varfurile
V,,V,,..V, sunt distincte, calea se numeste elementard. Daca
v, =V atunci V,,V,,..V, formeaza un ciclu in G. Ciclul este

elementar, daca v,,V,,...V, , sunt distincte.

! Muchia in graful orientat se numeste si arc.

2 Pentru vérfurile din grafuri orientate se definesc semigrade de intrare (numarul de muchii,
care intrd 1n varf) si semigrade de iesire (numarul de muchii cu originea in varful dat)

3 Existd muchia (v, Vi)
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Pe desenul 1.1 secventa de varfuri 1,2,4 formeaza o cale;
secventa 1,2,4,1 — un ciclu elementar.
In grafurile orientate notiunea de cale este substituita prin lant.

Def. Lantul este o consecutivitate de muchii (arce) luate astfel, incat
varful arcului (i) coincide cu originea arcului (i+1).

Pe desenul 1.2 secventa de arce (3,4)(4,2)(2,1) formeaza un lant;
secventa (1,4)(4,2)(2,1) — un ciclu elementar.

Subgrafuri

Def. Subgraf al grafului G=(V,E)se numeste orice graf G'=(V',E’)
astfel incat V' cV,E'cE.

Subgrafurile se obtin din graful initial fie prin excluderea
muchiilor, fie prin excluderea muchiilor si varfurilor din graful initial.

In cazul cand din graful initial se exclude varful v;, odata cu el se
exclud si toate muchiile incidente acestuia. Excluderea muchiei (U,V)
nu presupune si excluderea din graf a varfurilor u,Vv.

Daca in subgraful G'=(V',E") are loc relatia V'=V , subgraful
este unul bazic (desenul 1.3 B). Subgraful G,(V,E;) in care
Vs, cV,Es cE se numeste subgraf generat daca pentru orice
Vv, eV, T(v,) =T(v,)N Xq (desenul 1.3 C). Cu alte cuvinte, G, este

format dintr-o submultime V; a varfurilor din G impreuna cu muchiile,
care au ambele extremitati inV;.

Des 1.3 Graful initial (A), subgraf bazic (B), subgraf generat (C).

B
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Tipologia grafurilor

Def.

Def.

Def.

Graful G=(V,E) se numeste complet daca intre oricare pereche
de varfuri V;,V; €V exista cel putin o muchie, care le uneste. Un
graf complet cu N varfuri se noteaza K, . (desenul 1.4 A)

Graful orientat G =(V,E)este simetric, daci pentru orice arc

(Vi WV, ) € E exista si arcul (Vj WV, ) € E . Graful orientat G=(V,E)

este antisimetric, daca pentru orice arc (Vi,vj)e E arcul (vj,vi)

nu exista.

Graful neorientat G =(V,E)este bipartit, daci multimea V a
varfurilor lui poate fi divizata in doua submultimi distincte VA
si VB, astfel incat orice muchie din E are inceputul in VA, 1ar
sfarsitul in V°. (desenul 1.4 B) Graful orientat G=(V,E) este
bipartit, daca multimea V a varfurilor lui poate fi divizata in

doui submultimi distincte V* si V2, astfel incat orice arc din E

. ~ \JA A e 1A \/B
are originea in V", iar sfarsitul in V" .

Des 1.4
Graf complet Ks (A),
graf bipartit (B).

Teorema 1. Pentru ca graful neorientat G=(V,E)si fie

bipartit, este necesar si suficient ca el sa nu contina cicluri de lungime

impara.
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O
Necesitate. V=V UV®, VANVE=C. Fie in G existd un ciclu de
lungime imparaV,v;,..V; ,V; st V; eV”. Deoarece lungimea ciclului

este impara, numarul de varfuri, care descriu ciclul este par. G este

bipartit, prin urmare, varfurile cu indici pari din ciclul Vv,V NV

|1l |2"
. . B . . B .
apartin componentei V°. Prin urmare si Vi eV ", ceea ce contrazice

presupunerea initiala.

Suficientd. Fie cd in G nu existd nici un ciclu de lungime impara. In
acest caz se va construi o divizare corectd a V in doua submultimi
distincte V* siV B astfel incat orice arc din E va avea originea in V A
iar sfarsitul in V®.

Se alege un varf arbitrar v, si se eticheteaza cu ,+’. Toate
varfurile din I'(v,) se eticheteazd cu semnul opus celui atribuit V.
Varful v, se considera cercetat.

Se alege wun varf etichetat,
necercetat. Operatia de etichetare a T cercetat
vecinilor se repetd pana nu apare
una din urmatoarele situatii:

(a) Toate varfurile sunt

etichetate, si  etichetele = in curs de cercetare

atribuite  lor  coreleaza _ .

. . . . . Des. 1.5 Etichetarea nodurilor. Cazul (b)
(oricare doua varfuri unite
prin o muchie au semne

diferite)

(b) Exista cel putin un varf v,

etichetat deja, care poate fi
etIChet‘i’lt repetat cu sejmnul Des. 1.6 Fragmentul v/, ...,v. al caii , are
opus din partea altui varf )

(desenul 1.5)

lungime para. Fragmentul V',...,Vik al caii
M, , are lungime impara.
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(c) Toate varfurile etichetate sunt cercetate, dar exista varfuri fara
etichete.

In cazul (a) toate varfurile etichetate cu ,,+” se includ in V A iar

” M A

cele etichetate cu”” in V ®. Deoarece toate muchiile conecteaza varfuri
cu etichete diferite, graful este bipartit.
Cazul (b). Ar putea sa apara doar daca existd o cale

=V Ve

. In care semnele alterneaza sio cale 1, =V, ,V, ,...,V;,V,

AR PR
cu aceeagi proprietate.

Fie V' ultimul varf comun al ciilor g4, i, diferit de v, . Daca in
L4 semnele V' V, coincid, in 4, ele vor fi opuse (si invers: daca coincid
in g, sunt opuse in 4 ). De aici rezulta cd unul din fragmentele
V',...,Vik al cail u, si V',...,Vik al cail 4,, are un numar par de muchii, iar

celalalt — un numar impar (des. 1.6). Respectiv, ciclul determinat de
reuniunea acestor doua fragmente va avea o lungime impara, ceea ce
contrazice conditiile initiale. In consecinta, cazul (b) este unul imposibil
in grafurile bipartite.

Cazul (c) indica divizarea grafului in subgrafuri izolate, prin urmare
fiecare dintre acestea urmeaza sa fie cercetat separat. Prin urmare
cazul se reduce la (a).

[

Def. Graful bipartit este numit complet daca
wWeVA W eV? 3V V) eE

Graful bipartit complet cu parti formate din n si m varfuri se

noteazd K, (desenul 1.7)

Def. Graful G=(V,E)este conex, daci pentru orice doua varfuri
Vi, V; €V in G exista cel putin o cale, care le uneste (desenul 1.8

A). In cazul in care graful este format din cateva subgrafuri
conexe separate el este neconex (desenul 1.8 B).
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Graful bipartit complet K3 3 Des. 1.8 Graf conex (A), graf neconex (B)

Def. Graful G=(V,E)este numit arbore, dacd este conex si nu

contine cicluri.

Def. Graful G =(V, E) este numit graf planar, daci poate fi reprezentat

in plan fara intersectii ale muchiilor.

Def. O fatd a grafului este o regiune a planului, delimitata de
muchiile acestuia, care nu contine in interior muchii sau varfuri

ale grafului.

Pentru un graf amplasat pe o suprafata exista relatie intre
numarul de varfuri, muchii si fete. Relatia se numeste caracteristicd

Euler a suprafetei.

Teorema 2. (formula Euler) Intr-un graf planar conex are loc
urmatoarea relatie:
n—-m+r=2
unde: n — numarul de varfuri ale grafului, m — numarul de muchii, r —
numarul de fete.
m
Demonstratie. Prin inductie dupa numarul de muchii m.
m=0. = n=1&r=1. 1-0+1=2.
Fie teorema este adevaratd pentru m=K. n-k+r=2.

Se adauga incd o muchie  m=Kk+1.
Daca muchia uneste doua varfuri existente, atunci r'=r+1.
n—(k+D)+(r+)=n-k+r-1+1l=n-k+r=2
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Dacd muchia uneste un varf existent cu unul nou, atunci n'=n+1.
(n+)—-(k+D)+r=n-k+r+1-1=n-k+r=2

Corolar. Intr-un graf planar (n > 3), conex, m<3n—6.

O

Fiecare fata este delimitata de cel putin 3 muchii, iar fiecare muchie
delimiteazi cel mult doud fete. Prin urmare 3r <2m. Inlocuind in

formula precedenta, se obtine:
2m
Z:n—m+r£n—m+7; = 6<3n-3m+2m = m<3n-6

|
Teorema 3. Un graf este planar atunci si numai atunci cand nu contine

subgrafurile K; si K,

o (fara demonstratie) m
Ponderi

In unele cazuri muchiile grafului poseda caracteristici numerice

suplimentare, numite ponderi. Muchiei (arcului) (Vi,Vj)i se pune in
corespondenta valoarea C; ;- ponderea (costul, lungimea etc.). Graful,

muchiilor caruia i-1 sunt asociate ponderi se numeste graf cu muchii
ponderate. Pentru rezolvarea unor probleme este necesara si aplicarea

ponderilor la varfurile grafului. Varfului v;1 se pune in corespondenta
caracteristica numerica C,- ponderea (costul). Graful, varfurilor caruia

i-1 sunt asociate ponderi se numeste graf cu varfuri ponderate.
Daca graful G=(V,E) este unul ponderat, atunci pentru ciile

din graf se introduce caracteristica numerica |- cost (lungime) egald cu
suma ponderilor muchiilor din care este formata o cale C.

|(C) = Z Ci,j

(v;,vj)eC
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1.2 Structuri de date pentru reprezentarea unui graf

Pentru rezolvarea problemelor pe grafuri cu ajutorul
calculatorului, reprezentarea lor ,naturald” in forma de puncte (pentru
noduri) si linii care le unesc (muchii) nu este inca cea mai optima.
Selectarea si utilizarea corecta a structurilor de date care modeleaza un
graf poate influenta ordinul complexitatii algoritmului, prin urmare si
eficienta lui.

Structurile de date, prezentate in paragraful dat sunt cel mai
des utilizate in rezolvarea problemelor standard pe grafuri. Ele pot fi
folosite atat pentru grafurile neorientate, cat si pentru cele orientate.

Structura de date clasicd pentru reprezentarea unui graf
G =(V, E) este consideratd matricea de incidenta. Este realizata prin
un tablou bidimensional cu N linii (N — numarul de varfuri in graf,

N :[\/|) si M coloane (M — numaéarul de muchii, M :|E| ). Fiecare

muchie (U,V) este descrisd intr-o coloand a tabloului. Elementele
coloanel sunt egale cu 1 pentru liniile care corespund varfurilor Usi V,
0 — pentru celelalte. In cazul grafului orientat varful din care incepe
arcul este marcat cu -1, varful final — cu +1.

Pentru grafurile din des. 1.1,1.2 matricele de incidenta vor fi

Des.1.1 Des. 1.2
N ¥ 000 0T = 40 N T =
2 o 4d o o § 4 9 o o
1 1 1 0 0 0 1 +1 -1 0 0 0
2 1 0 1 1 0 -1 0 +1 +1 0
3 0 0 1 0 1 0 0o -1 0o -1
4 0 1 1 1 4 0 +1 0o - +1

Matricea de incidenta pentru un graf cu N noduri va avea N linii,
numérul de coloane fiind proportional cu N2. Numaéarul total de elemente
in structura de date este proportional cu N3. Utilizarea memoriei este in
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acest caz ineficienta, deoarece doar cate doua elemente din fiecare linie
vor contine date real utilizabile.

O altd reprezentare matricealda a grafului G=(V,E)este

matricea de adiacenta. Matricea de adiacenta este si ea realizata
prin un tablou bidimensional, cu N linii si N coloane, in care elementul

cu indicii (i, J) este egal cu 1 daca existd muchia care uneste varful v, cu
varful v; si 0 —in caz contrar. Datele despre muchia (V;,V;) se dubleaza
in elementele tabloului cu indicii (i, j) si (j,i) In grafurile orientate,
pentru arcul (V;,V;) primeste valoarea 1 doar elementul (i, ) al
tabloului.

Pentru grafurile din des. 1.1,1.2 matricele de adiacenta vor fi

Des. 1.1 Des. 1.2
1 2 3 4 1 2 3 4
1 1 0 1 1 0 0 0 1
2 1 0 1 1 2 1 0 0 1
3 0 1 0 1 3 0 1 0 1
4 1 1 1 o0 4 0 0 0 0

Matricea de adiacenta pentru un graf cu N varfuri are N linii si
N coloane. Numarul total de elemente in structura de date este N2.

O alta categorie de reprezentari ale grafului o formeaza
reprezentarile prin liste. Cea mai simpla pentru implementare lista este

lista de muchii. Lista de muchii contine M perechi de forma (v,V;),

fiecare pereche reprezentand o muchie din graf, descrisa prin varfurile
care o formeaza. Intr-un graf orientat perechea descrie un arc, inceputul

lui fiind determinat de primul indice din pereche.

Pentru grafurile din des. 1.1,1.2 listele de muchii vor fi

Des.1.1 Des. 1.2

(1,2) (1,4) (2,3) (2,4) (3,4) (1,4) (2,1)(2,4) (3,2) (3,4)
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Lista de muchii este formata din M perechi de elemente. M —
numarul de muchii. Cu toate ca structura este mai compacta decat
matricea de incidentd sau matricea de adiacentd, majoritatea
operatiilor standard pe graful reprezentat in acest mod necesita
parcurgerea iIntregii liste, ceea ce scade din eficienta structurii. In
grafurile orientate, primul element al perechii care descrie arcul va fi
varful sursd, al doilea — varful destinatie. In cazul in care muchiile
(arcele) au ponderi asociate, fiecare muchie (arc) va fi descrisa de un
triplet: indicii varfurilor care o formeaza si ponderea acesteia.

Incd o structurd eficientd este lista de incidenta. Pentru
fiecare nod veV ea va contine o lista unidirectionala alocata dinamic,
cu toate varfurile U:3(v,u) € E . Indicatorii citre inceputul fiecirei liste
pot fi pastrati intr-un tablou unidimensional. Elementul cu indicele i
din tablou va contine indicatorul catre lista de varfuri incidente varfului
v, din graf. Pentru grafurile neorientate descrierea fiecarei muchii se

dubleaza, iar operatiile de adaugare (lichidare) a muchiilor presupun
prelucrarea a doua liste.

Pentru grafurile din des. 1.1,1.2 listele de varfuri vor fi:

12 ] {a]s] (et
2[ ] 3] {afr] [l
3[{z] -{afs] 3Lzl et
[Pl P[] o[z
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Exercitii:

1. Pentru grafurile din imagini construiti:

a) Matricea de incidenta

b) Matricea de adiacenta
¢) Lista de muchii
d) Lista de vecini

2. Elaborati un program pentru citirea dintr-un figier text a
matricel de adiacenta a grafului (|\/|£20) si afisarea ei pe
ecran. Prima linie a fisierului de intrare va contine un numar
intreg n — dimensiunea matricei. Urmatoarele n linii vor contine

cate n numere intregi, separate prin spatiu — elementele matricei
de adiacenta a grafului.
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Capitolul 2. Parcurgeri. Gonexitate

in acest capitol:

= Parcurgerea grafului in latime

= Parcurgerea grafului in adancime

= Grafuri tare conexe

= Determinarea componentelor tare conexe
= Bazein graf

2.1 Parcurgerea grafului

Cele mai multe din problemele formulate pe grafuri necesita o
cercetare a legaturii intre varfurile acestora. Evident, un algoritm
eficient va accesa muchia (varful) de o singura data, sau de un numar
constant de ori. De aici rezulta necesitatea unor metode eficiente pentru
parcurgerea varfurilor unui graf.

In caz general problema parcurgerii se formuleaza in felul
urmator: Fie dat graful G=(V,E). Pentru un varf dat veV sa se
determine multimea U cV : VYueU exista cel putin o cale intre V si
u.

Una dintre cele mai eficiente metode de parcurgere in graf este
parcurgerea in adancime?. La baza metodei sta principiul de
selectare recursiva a varfurilor si etichetare a lor. Initial toate varfurile

se considera neatinse. Fie Vv, varful de la care incepe parcurgerea. v, se
eticheteaza ca fiind atins. Se alege un varf U, adiacent Vv, si se repeta

procesul, pornind de la U. in general, fie V varful curent. Daca exista
un varf U, nou (neatins), adiacent V (3(v,u) € E), atunci procesul se
repeta pornind de la u. Daca pentru varful curent V nu mai exista

varfuri vecine neatinse, el se eticheteaza ca fiind cercetat, iar procesul
de parcurgere revine in varful precedent (din care s-a ajuns in V). Daca

* Depth first search (eng.)
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V =V, parcurgerea a luat sfarsit. Pentru realizarea algoritmului se vor

folosi marcaje aplicate varfurilor grafului (0 — nod nou, 1 — atins, 2 —
cercetat).

Exemplu: pentru graful din
imaginea  alaturata se va  simula
parcurgerea in adancime din varful 1, in
conformitate cu algoritmul descris anterior:

Pas 1 | varf 12345¢6 _
Pas 7 varf 123456
stare |1 0 0 0 0 O
— stare 111211
Pas 2 | varf 123456 _
Pas 8 varf 123456
stare |1 0 0 0 0 1
— stare 121211
Pas 3 | varf 1234586 _
Pas 9 varf 123456
stare |1 01 0 0 1
— stare 121221
Pas 4 | varf 123456 _
Pas 10 | varf 123456
stare |1 01 1 0 1
— stare 122221
Pas 5 | varf 1234586 —
Pas 11 | varf 123456
stare |1 01 2 0 1
— stare 122222
Pas 6 | varf 12345060 -
Pas 12 | varf 1 23456
stare |1 01 2 11
stare 2 2 2 2 2 2

Un exemplu simplu de realizare a procedurii de parcurgere
in adancime pentru un graf cu N varfuri, descris prin matricea de
adiacenta, este prezentat in functia DFS. Matricea de adiacenta a
grafului este stocatd in tabloul A. Marcajele varfurilor se
pastreaza in tabloul liniar B (B[i] — starea varfului i) Initial
toate marcajele varfurilor sunt nule. Varful din care este lansata
parcurgerea — s.

int DFS (int s)
{
int 1i;
bLs1=1;
for(i=1;i<=n;i++)
if(alsJLil !'=0 && bLil==0) DFS(i);
printf("%d ", s);
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return 0O;

Complexitatea functiei DFS in acest caz este O(N?). Odata

marcat, nodul V nu mai permite relansarea parcurgerii DFS(v), iar
numarul maxim de apeluri ale functiei este N. Numarul de operatii in
corpul functiei este de asemenea proportional cu N.

Functia propusa lucreaza corect atat pe grafuri neorientate, cat
s1 pe grafuri orientate.

In procesul de parcurgere, cu cat mai tarziu este atins un varf, cu
atat mai repede el va fi cercetat (modelarea prin structuri tip LIFO).
Existd probleme in care este important ca varfurile sa fie cercetate in
ordinea atingerii (modelarea procesului prin structuri de date FIFO).
Pentru rezolvarea lor se poate utiliza o altd metoda de cercetare a
grafului — parcurgerea in latime?®.

La fel ca metoda precedentd, parcurgerea in latime incepe de la

un nod dat v,, plasat in intr-o structura tip coada (initial vida). Se

foloseste un principiu de etichetare a varfurilor identic celui folosit in
parcurgerea in adancime. In caz general, se extrage din coada nodul V

(la prima iteratie V=V,), se determina foate varfurile Unoi (care inca
nu au fost plasate in coada, neatinse), adiacente V ( 3(v,u) € E ), si se

adauga consecutiv in coadi. La adaugarea in coada varfurile se
eticheteaza ca fiind atinse. Dupa adiugarea varfurilor adiacente in
coadda, nodul V este marcat cercetat. Daca coada devine vida -
parcurgerea a luat sfarsit. Pentru realizarea algoritmului se vor folosi
aceleagsi marcaje aplicate varfurilor ca i in cazul parcurgerii in

adancime.

Exemplu: pentru graful din
Imaginea  alaturatd se va  simula

parcurgerea in latime din varful 1, in
conformitate cu algoritmul descris anterior:

® Breadth first search (eng.)
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Pas 1 atins 1 Pas 5 | atins 5 4
cercetat cercetat |1 6 2 3
Pas 2 atins 6 Pas 6 | atins 4
cercetat | 1 cercetat |1 6 2 3 5
Pas 3 atins 2 3 Pas 7 | atins
cercetat |1 6 cercetat {1 6 2 3 5 4
Pas 4 atins 35
cercetat |1 6 2

In urmaitorul exemplu coada este implementata prin un tablou
unidimensional B, inceputul ei fiind elementul cu indicele st, iar
sfargitul — elementul cu indicele dr. Elementele cu indicii 1, ...,st-1
formeaza multimea nodurilor cercetate la moment. Structurile de date
A, B, n au aceleagi semnificatie ca si in functia DFS. Tabloul C
modeleaza starile curente ale varfurilor. Functia BFS realizeaza
parcurgerea in latime, incepand de la varful cu indicele s.

int BFS (int s)
{
int i, st, dr;
cCs1=1; bL11=s; st=1;dr=1;
while (st<=dr)
{ for(i=1;i<=n;i++)
if(albLCstlICil '=0 && cL[il==0)
{ dr++; bLldrl=i; cLil=1; 2}
printf("%d ", bLstl);
st++;
X
return O;

Functia BFS este implementata nerecursiv cu o complexitate
O(N?). Numarul de operatii in corpul functiei este determinat de dous

instructiuni ciclice incluse, ambele avand maxim N repetari.
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2.2 Grafuri tare conexe

Def. Un graf orientat G=(V,E) se numeste tare conex daci pentru
orice doua varfuri Vi,V eV exista cel putin cate un lant care
uneste V,cu V; (V; > V) si Vicu v; (V; V). Intr-un graf tare
conex orice doua varfuri sunt reciproc accesibile.

Def. Graful G=(V,E) se numeste unidirectional conex dacd pentru
orice doua varfuri V,V, eV exista cel putin unul din lanturile
V, >V, sau V; V. Intr-un graf unidirectional conex orice dou
varfuri sunt conectate prin cel putin o cale.

Def. Componenta tare conexd a unui graf orientat G=(V,E) se
numeste multimea maximald de varfuri V'cV: Wwy,v, eV’

exista cel putin cate un lant Vv, > V; s1 V; V.

Determinarea componentelor tare conexe

Pentru determinarea componentelor tare conexe va fi folosit
graful transpus lui G. Pentru un graf orientat G=(V,E), graful

transpus este G' =(V,E")unde E’ ={(vi,vj) (v ) e E}. Graful
transpus are aceleasi componente tare conexe ca si graful initial.

Obtinerea grafului transpus G' =(V,E")cere un timp liniar

dupa numarul de arce in graf (sau patratic fatd de numarul de varfuri).
Procesul se realizeaza in mod diferit in dependenta de modul de
reprezentare a grafului. Fie graful G=(V,E) reprezentat prin

matricea de adiacentd A(nxn). Matricea de adiacenta a grafului
G' =(V,E") se obtine conform urmétoarei formule:
|1 daca 4;;=1 . .
AJ: A~ ’ I’J::l'l"'in
0 Tncaz contrar
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Exemplu: desenul 2.1: Graful initial G=(V,E) si graful transpus

G' =(V,E"), reprezentate grafic.

4_@
N (a) 3 (8

A B

Des. 2.1 Graful initial (A) si graful transpus (B).

Algoritmul pentru determinarea componentelor tare conexe are

la baza observatia, ca componentele tare conexe raman aceleasi atat in

graful initial cat si in cel transpus. Se vor folosi va folosi doua

parcurgeri in adancime pe grafurile G' si G .

Algoritmul Kosaraju

Pseudocod

Pas 1.
Pas 2.

Pas 3.

Pas 4.

Se construieste graful G =(V,E")

Se lanseaza cautarea in adancime pornind de la fiecare varf
necercetat din G'. Pentru fiecare parcurgere se memoreazi
cumulativ ordinea de cercetare a varfurilor in vectorul f .

Se lanseaza cautarea in adancime pe graful initial G,
consecutiv, pornind de la ultimul varf inclus in f catre primul,
dupa varfurile necercetate.

La fiecare cautare in adancime realizata in pasul 3, se afiseaza
varfurile cercetate — acestea formeazd o componentd tare

conexa.
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Exemplu implementare:

Se foloseste matricea de adiacentd a pentru reprezentarea
grafului initial, at pentru reprezentarea grafului transpus, vectorul b —
pentru descrierea starii varfurilor, vectorul black — pentru ordinea de

cercetare.

Input: Graful G=(V,E)
Output: componentele tare conexe ale grafului, separate pe linii.
int DFS_DIR (int s) { // . . . descrisa anterior - DFS }

int DFS_TRANS (int s)
{ int i;
bLs1=1;
for(i=1;i<=n;i++)
if( atfs1Cil !=0 && bLil==0) DFS_TRANS(i);
//amplasarea in stiva ordinii de cercetare
k++; blackl[kl=s;
return 0;
X

int main()
{// . . .citirea datelor initiale
// transpunerea grafului
for (i=1;i<=n;i++)
for (j=1; j<=n; j++)
if (alilCjl==1) atl[jlCil=1;
// Cautarea in adancime pe graful transpus
for(i=1;i<=n; i++) if (bL[i1==0) DFS_TRANS(i);
// resetarea starii varfurilor
for(i=1;i<=n;i++) bLil=0; printf("\n");
// parcurgerea in adancime pe graful initial
for(i=n;i>=1;i--) //Afisarea componentelor tare conexe
if (bLil==0) {DFS_DIR(black[il); printf("\n");2
return 0;
X

Reprezentarea grafica a rezultatelor:

R—@ Qi. @ @ @—@ Des. 2.2. Graful initjal (A),

. \ . Componentele tare conexe ale

. “‘ grafului (fiecare componenta e
A @

colorata aparte) (B)
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Algoritmul are o complexitate patratica fata de numarul de
varfuri in graf. Pasul 1 al algoritmului necesitda un numar de operatii
proportional cu NxN. Pagii 2 si 3 repeta cautari in adancime, fiecare cu

o complexitate O(N?). Prin urmare, complexitatea totald a

algoritmului este O(N?). Demonstratia corectitudinii algoritmului

poate fi gasita in [7, p.420]

2.3 Baze in graf

O bazd Ba grafului G =(V, E) este formata din o multime de varfuri

ale grafului, care posedd urméatoarele doua proprietati:
1) Din B poate fi accesat orice varf al grafului
(i1) Nu existd nici o submultime B’cBcare sa péastreze
proprietatea (1)

O baza este determinata elementar in situatia in care au fost
identificate componentele tare conexe ale grafului. Deoarece in
interiorul componentei tare conexe toate varfurile sunt reciproc
accesibile, rezulta:

(a) In baza se include exact cAte un varf din fiecare componenta

tare conexa

(b) Pentru constructia bazei vor fi folosite toate componentele tare

conexe.

Utilizarea bazelor permite reducerea dimensiunii problemelor pe
grafuri, in special in cazurile de cercetare a legaturilor structurale in
organizatii.

Exemplu: pentru graful din desenul 2.1, in calitate de baze pot servi
multimile {1,5,8}, {3,6,9}, {2,5,8}, ...
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Exercitii:

1. Simulati, pe pasi, pentru graful
din imagine, parcurgerea in latime,
de la varful 1

2. Simulati, pe pasi, pentru graful din
Imagine, parcurgerea in adancime,
de la varful 1

3. Elaborati un program pentru parcurgerea in adancime a grafului

(|V| < 20) (abordare recursiva)

4. Elaborati un program pentru parcurgerea in adancime a grafului
(|V| < 20) (abordare iterativa)

5. Elaborati un program pentru parcurgerea in latime a grafului (

V| <20)

6. Elaborati un program pentru determinarea componentelor tare

conexe ale grafului (V| < 20)

7. Elaborati un program pentru generarea tuturor bazelor unui
graf cu cel mult 20 de varfuri.
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Capitolul 3. Multimi independente $i dominante

in acest capitol

= Notiunea de multime independenta

= Multimi maximal independente.

=  Generarea multimilor maximal independente
= Multimi dominante

3.1 Multimi independente
Fie dat un graf neorientat G =(V,E).

Def. Multime independentda sau multime interior stabild se numeste o
multime de varfuri ale grafului, astfel incat oricare doua varfuri
din ea nu sunt unite direct prin muchie.

Formulatd matematic, multimea independentd S este o
multime, care satisface relatia: ScV :SNI(S)=J.

Def. Multimea S se numeste maximal independentd, daca nu exista o
altd multime independentd S’, pentru care se indeplineste

conditia: S< S'.

Des. 3.1. {1, 3,7} {2,8,7,4} {4,6}
— multimi independente.
Multimile {2,8,7,4}, {2, 4, 6} sunt
maximal independente, iar {1,3},
{2,4} — nu.
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Nu toate multimile maximal independente au acelasi numar de
varfuri. Prin urmare modul de selectie a celei mai bune multimi
maximal independente va depinde de conditiile initiale ale problemei
concrete.

Def. Fie Q multimea tuturor multimilor independente a grafului

G=(V,E). Numarul a[G]:ns‘l%X|Q| se va numi numdr de

independentd a grafului G, iar multimea S, pentru care el se

obtine — multime maximda independentd.

Exemplu: pentru graful din desenul 3.1 setul de multimi maximale
independente este {1, 3, 7}, {1, 6}, {1, 7, 8}, {2, 4, 6}, {2, 4, 7, 8, {3, 4, T},
{3, 5}, {5, 6}. Cea mai mare putere a multimilor este 4, deci a [G] = 4.
Multimea maxima independenta este {2, 4, 7, 8}

3.2 Generarea tuturor multimilor maximal independente

Fie G=(V,E). Prin graf complementar se intelege graful
G =(V,E) unde E={(u,v):u,veV;(u,v) ¢ E}

Problema multimilor maximal independente se reduce direct la

problema generarii subgrafurilor complete, rezolvati pe graful
complementar G:(\/,E) Aceasta din urma este o problema de

complexitate exponentiala. De aici rezultd ¢i complexitatea
exponentiala a algoritmului pentru determinarea tuturor multimilor
maximal independente. Tehnica generala a abordarii este tehnica
reluarii, care poate fi partial optimizata prin ordonarea varfurilor dupa
micsorarea puterii acestora. Algoritmul de parcurgere sistematici a
fost propus de Bron si Carbosh. El evita generarea repetatd a
multimilor, creand noi multimi prin imbunatatirea celor existente.
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Motivarea algoritmului

Algoritmul se bazeaza pe arborele de cautare. Prin urmare, este
eficienta realizarea lui recursiva.

In general la pasul K multimea independentd S, se extinde prin
addugarea unui varf nou, pentru a obtine multimea S, , la pasul K+1.

Procesul se repeta atat timp, cat este posibil. La momentul, in care nu
mai putem adauga varfuri avem obtinutd o multime maximal
independenta.

Fie Q, va fi la pasul K- multimea maximala de varfuri, pentru
care I'(S,)NQ, =Y. Prin adaugarea unui varf din Q, in S, se obtine
S..;. Q. e formata in general din 2 componente: Q, a varfurilor deja
folosite in procesul de ciutare pentru extinderea S, si Q, a varfurilor
care inca nu s-au folosit in cautare. Pentru addugarea in S, se vor folosi

doar varfurile din Q, . Astfel, procedura de addugare a varfului nou e

urmatoarea:

a) selectarea unuinod X, € Q *)
b) construirea multimii S,,, =S, U {Xik}

Qi =Q -T'(x)

QL =Q ~{T () U(x,)

c) formarea

Pasul de intoarcere presupune lichidarea varfului X, din S,

. . At o A
pentru revenirea la multimea S, cu deplasarea X, din Q, in Q, .

Solutia (multimea maximal independenta) se va obtine in cazul

cand Q, =Y si Q =9 . Daca . rezultd ca multimea S, a fost extinsa la

o etapa precedentd din contul adaugarii unui varf din Q, , de aceea nu

este maximal independenta.
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Prezenta in Q, a unui varf xeQ, : T'(X)NQ, =9 (**)
este un indicator pentru a efectua pasul de intoarcere, deoarece in acest

caz Q. nu va deveni vida, indiferent de modul de selectie a varfurilor.

Optimizarea algoritmului

Optimizarea poate fi obtinuta din contul aparitiei cat mai rapide
a pasului de intoarcere. Prin urmare se va incerca indeplinirea cit mai
grabnica a conditiei (**). O metoda sigura (in special pentru grafuri

mari) este de a alege mai intai in Q, un varf X', pentru care marimea

AX) =[C()NQ;

va fi minimala, apoi, la fiecare pas urmator in

alegerea unui X, din Q; @ X €I(X). Aceasta asigurd apropierea cu o

unitate de situatia care genereaza pasul de intoarcere.
Pseudocod

Pas1. S« Q, «J, Q «V, k«0.

Addugarea varfurilor

Pas 2. Este selectat un varf X, €Q,, dupa principiul formulat

anterior. Se formeaza S,.;,Q,,;, Q.,; fiard a modifica Q.,Q, .

kT

Verificarea posibilitdtii de continuare
Pas 3. Dacd exista xeQ, : I'(X)NQ, =& se trece la pasul 5,

altfel - la pasul 4.
Pas 4.

a) Daca Q =9 si Q, = se afiseaza (memoreaza)
multimea maximal independenta S, si se trece la pasul 5.

b) Daca Q; =, dar Q. # se trece direct la pasul 5
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c) Daca Q #J,si Q #O se revine la pasul 2
Miscarea inapoi
Pas5. ki

a) X seexcludedin S, ;, pentru arevenila S,.

b)  Sereconstruiesc Q.,Q, : Q; « Q; —{Xik} Q. <« Q, +{Xik}
¢) Daci k=0si Q' =, atunci SFARSIT (au fost afisate

[memorate] toate multimile independente maximale). In

caz contrar se revine la pasul 3.

Implementare. In urmatorul exemplu este realizatd o implementare
simplificatd a algoritmului, fard optimizarea prin reordonarea
varfurilor. Generarea repetata a multimilor maximal independente este
evitatd prin selectarea varfurilor pentru includere 1in ordine
lexicograficd. Multimile Q.,Q,,S, se formeazi si se gestioneazi prin
intermediul  apelurilor recursive. Restrictiille de dimensiune

|V| <num_el. Structurile de date: a — matricea de adiacenta a grafului,

s — tabloul etichetelor varfurilor, incluse in solutia curenta (s[i]=1), q

— tabloul etichetelor varfurilor care pot fi adaugate la solutie (q[1i]=1),

rest — tabloul etichetelor pentru restabilirea Q, .

int fillcCint *x, int z, int num)
{ .. // elementele cu tabloului x primesc valoarea z}

int readdata()
{ .. // citirea matricei de adiacentd a grafului A}

int print()
{ .. // functia pentru afisarea multimii maximal independente
curentel

int mind(int *s, int *q)
{ int i,j,k=0,r, restlnum_el];
for (i=1;i<=n;i++) if(qli]1'=0) k=1;
if (k==0) {print();} // afisarea solutiei
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else { j=n;

while (s[jl1==0 && j>=1) j--;

r=j+1;

for (i=r;i<=n;i++)

if (qLil==1)
{ fillc(Crest,0,n);

sCil=1; ql[il=0;
for (j=1;j<=n;j++)

if (alildLjl1 !'= 0 && qljl==1)
{qLj1=0; restljl=1;2
mind (s,q); // miscarea inainte

sLil=0;qLil=1; //miscarea inapoi
for (j=1;j<=n;j++)
ifCrestl[j1==1) qljl=1;
> >
return O;

int main()

{ readdata();
fillc(s,0,n); fillc(q,1,n);
mind(s,q); return 0O;

Pentru graful reprezentat pe desenul 3.2, programul determina

urmatoarele multimi maximal independente

11

o Lo d B WWWWOLOJIWL

9 10 11
10 11

oo WMNMMNMDMDMMNMNRERLRPRFER

Des. 3.2 Graful initial si mul{imile independente identificate.
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3.3 Multimi dominante
Fie dat un graf orientat G=(V,E).

Def. Multime dominantd sau multime exterior stabild se numeste o
multime SV : VX, & S EI(Xi,XJ-),Xi eS.

Formulati matematic, multimea S este una dominanta, daca:

sUT*(S)=V.

Def. Multimea dominantd S se numeste minim&, dacd nu exista o

altd multime dominantd S’, pentru care se indeplineste conditia:

S'cS.

Des. 3.3. {4,5,6}{3,8,7,5,4} {3,5,1} — mul{imi
dominante. Mulfimile {3,5,1}, {4,5,6} sunt
minime dominante, iar {1,2,4,6,7} — nu.

Nu toate multimile minime

dominante au acelasi numar de
varfuri. Prin urmare modul de selectie a celei mai bune multimi minime

dominante va depinde de conditiile initiale ale problemei cercetate.

Def. Fie Q multimea tuturor multimilor dominante ale grafului

G=(V,E). Numarul ,B[G]=TIQ|Q| se va numi indice de

dominantd a grafului G, iar multimea S, pentru care el se

obtine — multime dominantd de putere minimad.

Legatura dintre multimile maxim independente si multimile
dominante este evidenta. Algoritmul folosit pentru determinarea
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multimilor dominante va fi organizat dupa o tehnica similara celui
descris in 3.2.

Teorema: O multime de varfuri a grafului este maxim independenta
atunci si numai atunci cand este una dominanta.

O

Necesitate. Fie S (ScV) maxim independentd. Fie cd Snu e

dominantd. Atunci 3v'eV:V ¢{SUI(S)}. Rezultd cd SU{V'} este
independenta, ceea ce contrazice presupunerea initiala.

Suficienta. Fie S (S V) dominanta. Presupunem cd S nu e maxim
independentd. Atunci 3V' €V astfel incat nu existd nici o (U,V'):ueS.
Rezulta cd& S nu este dominanta, ceea ce contrazice presupunerea
initiala.

[
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Exercitii

1. Pentru graful din imagine, determinati:
a) Multimea maxim
independenta de putere
minima
b) Multimea maxim
independenta de putere

maxima
¢) Una dintre multimile dominante

2. Completati implementarea prezentata cu subprogramele lipsa si
structurile de date pentru a obtine un program functional, care
va realiza algoritmul pentru grafuri cu | V| < 30.

3. Realizati o modificare a programului, care va verifica toate
optimizarile indicate in descrierea algoritmului (3.2)

4. Implementati un algoritm similar celui pentru determinarea
multimii maxim independente, care va construi multimile

dominante pe un graf orientat.
5. Elaborati o functie pentru generarea aleatorie a grafurilor si

estimati statistic timpul mediu de lucru al algoritmilor realizati
in dependenta de numarul de varfuri ale grafului
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Capitolul 4. Colorari

in acest capitol:

= Numarul cromatic al grafului

= Teoreme cu privire la colorarea grafurilor
= Algoritmi exacti de colorare a grafurilor

= Algoritmi euristici de colorare

4.1 Numarul cromatic

Colorarea grafului — procesul de atribuire unor caracteristici
coloristice varfurilor acestuia.

Graful se numeste r-cromatic, daca varfurile lui pot fi colorate,
folosind r culor1 diferite, astfel incat sa nu existe doud varfuri adiacente,
colorate la fel. Valoarea minim4 a lui r, pentru care o asemenea colorare

este posibild se numeste numdr cromatic al grafului G=(V,E)si se
noteaza (G).

Nu exista o formuld generald pentru determinarea y(G) reiesind
din numarul de varfuri (n) si muchii (m) ale grafului. Este evidenta
posibilitatea de a colora graful in k culori
(V 7(G)<k<n). Totusi, reiesind din faptul cad varfurile colorate
formeaza multimi independente, pot fi stabilite anumite numere

cromatice:
y(K) =1, y(K)=n, »(K, . )=2, 7(T)=2, etc.

Intr-un graf colorat, multimea varfurilor, carora le este atribuita
una si aceeasi culoare se numeste clasd monocroma.

Teorema 1. ¥(G) <1+ A(G).6

o Inductie dupa numarul de varfuri n.

* A(G) - puterea maxima a varfurilor din G.
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a) Daca n=1, y(G)=1, A(G)=0. 1=1.

b) Fie VG=(V,E):|V|<k »(G)<1+A(G).

c) |V| =k. Pentru un varf arbitrar VveV are loc relatia:
7(G-V)<A(G-V)+1<A(G)+1. Puterea vnu depiseste A(G).
Prin urmare cel putin una din A(G)+1 culori este libera pentru

v. Folosind anume o culoare libera se obtine colorarea grafului
cu A(G)+1 culori. m

Teorema 2. Fie y =#(G), 7 =»(G). Atunci sunt adevirate relatiile:

2\/ﬁ£y+7_/£n+1

— (n+1j2

k
a) Fie y(G)=k si V,,V,,...V, - clase monocrome. V;|=p,. D p;=n.
=
K

. n e
Prin urmare, maxp, > e Deoarece V, sunt multimi
i=1

independente, in G ele vor forma subgrafuri complete. Rezulta
K n _ N
cd y = maxp, ZE.Astfel, yyzkxE=n_
=

b) Se stie ca media geometrica nu depaseste media aritmetica:

a+b _ =
2 > \Jab 7+}/22M22\/ﬁ

. Prin urmare,

c) Prin inductie dupa n se va demonstra ca y +7_/S p+1.
Pasull. n=1] = 7/21&}_/21.

Pasul k-1. Fie }/+7_/ <k pentru toate grafurile cu kK —1varfuri.

Pasul k. Fie G cu k varfuri si un varf veV . Atunci
7(G) < (G —V) +1. Respectiv (G) < 7(G—V)+1. Daca
7(G) < (G —Vv)+1sau 7(G) < y(G—V)+1atunci
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y+7=7(G)+7(G) < 7(G-V) +1+(G-V)+1<k +2 . Deoarece
exista cel putin o relatie ,<” rezultd y +}_/ <k+1.

Fie 7(G) =7(G—-V)+1si #(G) = »(G V) +1. Se consideri

d =d(v) in G . Respectivin G gradul varfuluiva fi d =k—1—d.
in continuare, d >7(G-Vv),7si d =k—-1-d > »(G-V).

Atunci

7+7=7(G)+7(G) =y(G-V)+1+ y(G-V)+1>d +1+k—d -1+1=k+1

2
d) Dina) —c) 2y/yy <y+y <n+1.Prin urmare y;_/s(_nglj .

Teorema 3 In orice graf planar existd un varf de grad nu mai mare
decat cinci. (corolar din formula Euler)

o Fie Vv, d(v)>6. Atunci 6n< Zd(v) =2m. Rezultd 3n<m. Dar

veV

M<3n—-6. Prin urmare 3n<3n—-6 - contrazicere. m

Teorema (celor 5 culori) Pentru orice graf planar 7(G) <5.

m

Este suficient sa se cerceteze grafurile planare conexe, deoarece intre
componentele izolate nu exista legaturi.

Demonstratia va fi realizata prin inductie, dupa numarul de varfuri.
Pasul 0. daca n<5 = y(G)<5.

Pasul k. Fie teorema este adevarata pentru toate grafurile planare cu k
varfuri.

Pasul k+1. Se va cerceta graful G cu K +1varfuri. Conform corolarului

din formula Euler, in G exista un varf v : d(v) <5. Conform pasului

precedent al inductiei, ¥(G —V) <5. Se va colora varful v.

"S-apresupus ci ¥(G)=y(G—V)+1. Daci d < y(G—-V) atunci varful v poate fi
colorat in oricare din culorile libere: (G —v)—d . Astfel se va obtine o colorare
y(G—-v) agrafului G.
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a) Daca d(v) <5, atunci exista cel putin o culoare libera pentru
colorarea v.

b) Daci d(v)=5, dar pentru I''(V)nu sunt folosite cinci culori
distincte, atunci exista o culoare libera pentru colorarea v

¢) Daca d(v) =5, si pentru I'"(v) sunt folosite toate cinci culori, se

va incerca recolorarea varfurilor. Fie v,,..,v. - varfurile din
I'"(v) si v, are culoarea i. Prin G,,se va nota subgraful generat

de varfurile colorate in culorile 1 sau 3 pe colorarea de 5 culori a

grafului G—V. Daca V,si v,se afla in componente de conexitate
diferite a G,;, in componenta in care se afla V, recolordm 1<> 3

pe toate varfurile. G —V va ramane 5-colorat, dar culoarea 1 va fi

libera pentru v. Daca V,;si v,se afld in aceeasi componenta de

conexitate a G,,, existd o altd pereche de varfuri care se afla in
componente diferite de conexitate (G este planar). Fie V,si V,se
afla in componente diferite de conexitate a G, ,. In componenta

in care se afla V, recoloram 2 <> 4 pe toate varfurile. G-V va

ramane 5-colorat, dar culoarea 2 va fi liberd pentru v. m

Ipoteza (celor 4 culori) Orice graf planar poate fi colorat cu patru
culori.

4.2. Algoritmul exact de colorare

Abordare recursiva, pseudocod.
Input: Graful G

Output: Toate colorarile posibile ale grafului G

Pas 0. kK < 0 (indicele culorii curente)
Pas 1. In graful G se alege o careva multime maximal independent S .
Pas 2. k T. Multimea S se coloreazi in culoarea Kk .

Pas 3. G« G—S.Daca G #J se revine la pasul 1.
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Algoritmul genereaza toate posibilitatile de formare a multimilor
independente disjuncte pe varfurile grafului G. Prin urmare va fi
generatd si o colorare optima cu numéar minim de culori. Complexitatea
algoritmului este una exponentiala — pasul 1 are o asemenea
complexitate, deoarece genereaza multimi maximal independente.

Suplimentar, se formeaza si un arbore de solutii, numarul de noduri in

care, in general este proportional cu 2".
Cele expuse denota ineficienta algoritmului exact pentru
grafurile cu un numéar mare de varfuri.

4.3. Algoritmi euristici de colorare

Algoritmul exact, descris anterior nu poate fi utilizat pentru a
obtine o colorare eficienta in timp redus. Problema poate fi rezolvata cu
ajutorul unor algoritmi euristici, care vor furniza solutii ce pot diferi de
cea optima, fiind totusi, destul de apropiate de ea.

Algoritmul de colorare consecutiva

Input: Graful G
Output: O colorare posibila a grafului G

Pas 1. Se sorteazi varfurile din G in ordinea descresterii gradelor d .

Pas 2. Initializare V < {L,...n} C[]«0, k<«1. Vectorul culorilor

se initializeaza cu 0. Culoarea  activa - 1.

Pas 3. CatV #Jserepeta
~ Pentru fiecare VeV

(" Pentru fiecare uel™ (v)
Daca C[u]=Kk , se trece la urm&torul v

CVl«—k; V «V—{v}

kT
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Implementare

Input: Graful G : matricea de adiacenta a, structura varfurilor v.

Output: O colorare posibild a grafului G, in vectorul culorilor c.

int sort ()
{ .. // sorteaza varfurile in descresterea gradelor 2}

int readdata()
{ .. // citeste graful G. - matricea de adiacenta 2}

int printcc()
{ .. // afiseazda o colorare a grafului G 2

int nocolor ()
{ verificd prezenta varfurilor necolorate 2

int main(int argc, char *argv[1])
{ int j,i,r;
readdata();
// initializare
for (i=1;i<=n;i++)
{vLil.ind=1;
for (j=1; j<=n;j++) vLil.grad+=alilljl;
X
// sortare

sort();
// colorare
k=1;

fillc(c,0,n);
while (nocolor())
{ for( i=1;i<=n;i++)
{ if (clvlil.indl==0)

{ r=0;
for (j=1;j<=n;j++t)
if (alv[il.indlCjl '= 0 && cCjl==k) r++;
if (r==0) <c¢LCvlil.indl=k;
X
X
k++;

3
printcc();
return 0;
>
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Exercitii:

1. Pentru grafurile din imagine determinati »(G)

2. Elaborati un program care va determina colorarea minima

pentru grafuri cu |V|S10. Implementati algoritmul exact de

colorare.

3. Elaborati un program care va determina o colorarea

aproximativa pentru grafuri cu |V|S100, folosind algoritmul

euristic de colorare.

4. Construiti grafuri, pentru care algoritmul -euristic, descris
anterior va construi o solutie diferita de cea optima.

45|Page



c i I I 5 n [ ini I

in acest capitol:

= Drumul minim intre doua varfuri ale grafului
= Drumul minim de la un vérf la toate varfurile grafului (algoritmul Dijkstra)
= Drumul minim intre toate perechile de varfuri (algoritmul Floyd)

Preliminarii

Ponderea unei muchii (U,v) in graf este o caracteristica

numerica a relatiel intre varfurileU si V. Ea poate specifica distanta
dintre varfuri, sau capacitatea unui canal de transmitere a datelor, a
unel conducte, magistrale auto, etc. Atribuirea ponderilor la muchiile
unui graf permite formularea unei serii noi de probleme, inclusiv
probleme de optimizare. Una dintre aceste probleme este problema
drumurilor minime.

Problema drumurilor minime intr-un graf arbitrarG=(V,E),

muchiile caruia au ponderi nenegative descrise de matricea costurilor

C =C[i, j] este de a determina un drum de lungime minima intre doua

varfuri date s si ¢ ale grafului, in conditia ca un asemenea drum exista.
Pentru problema data existd mai multe formulari. Iata doar cateva din
ele:
e Sa se determine distanta minima intre doua varfuri ale
grafului (daca intre ele existd un drum);
e Sa se determine distanta minima de la un varf al grafului la
toate celelalte varfuri;
e Sa se determine distantele minimale intre toate perechile de

varfuri.
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5.1 Distanta minima intre doua varfuri. Algoritmul Dijkstra

Algoritmul Dijkstra se bazeaza pe aplicarea marcajelor
pentru varfurile in care se poate ajunge dintr-un varf dat. Initial
marcajele au valori temporare suficient de mari, care pe parcursul
repetarii iteratiillor se micsoreaza, pana la atingerea valorilor
minime. La fiecare iteratie a algoritmului, exact un dintre
marcaje devine permanent, adica indicd drumul minim pana la
unul dintre varfuri. Prin urmare algoritmul va contine cel mult n
iteratii.

Fie s varful de la care se calculeaza distantele minime, ¢ —

varful pana la care se calculeaza distanta. Pentru varful vV,
marcajul sau va fi notat prin | (Vi ) Se va folosi un marcaj cu doua

componente (spre deosebire de algoritmul clasic Dijkstra).
Componentele vor contine a) valoarea distantei curente de la s la

V; si1b) indicele varfului v; din care se ajunge in V;.
Pseudocod

Pas 1. Se considerd |(S)<—(O,S)— marcaj temporar pentru varful s.

Pentru toate varfurile V,€V,V,#S se considerd marcajele

nedefinite. Varful activ p <—s.

Pas 2. (Recalcularea marcajelor)
Pentru toate varfurile V,€Il'(p) care nu au marcaje

permanente, se recalculeazd componentele distanta ale
marcajelor in corespundere cu formula:

I (v;) dist « min{l(v;).dist, I (p).dist+c[p][v;]} -
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Pas 3.

Pas 4.

Pas 5.

Daca I(v;)dist>I(p)dist+c[p][v,]atunci se modifica si
componenta marcajului, care indicd sursa | (Vi ).sursa «—p.

Varfului p i se atribuie marcaj permanent.

(Determinarea varfului pentru cercetare)
Intre toate varfurile cu marcaje temporare se determina cel cu

marcaj minim pentru componenta distanta:
(v} ).dist =min (v, ) dist

Se considerd p <V

(Repetarea iteratiet)

Daca p = ¢ atunci marcajul |(t).diSt indica costul minim a

drumului di s in ¢. Pentru restabilirea drumului minim se trece
la pasul 5. In caz contrar p #t se revine la pasul 2.

Pentru restabilirea traiectoriei se foloseste a doua componenta

a marcajului: se considera X=t.

Se include in traiectorie muchia (x,l(x).sursa). Se considera

X <—(x).sursaProcesul se repeta cat timp X#S.

Demonstrarea corectitudinii

Teorema. Algoritmul descris determina corect distanta minima intre

orice pereche de varfuri s si ¢.

0O

Fie la un careva pas marcajele permanente indicid distantele

minime pentru varfurile dintr-o submultime S, eV. S, =V /S,

Se presupune contrariul: pentru un careva V' din S drumul

*
minim din S catre V trece prin S,.
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Fie v; primul punct din S,, care A ~—

. . .. * . S | \
apartine drumului minim (S,V ), V, ultimul ‘ e\, J
. . L A
punct din S,, care apartine drumului minim N
o "%/,_|‘ ] v
* . . . _ \ / P
(S,v') . De asemenea, fie V; ultimul punct din —~\ J —

S, pana la parasire, iar V, primul punct din S dupa revenirea
drumului minim catre varfurile din aceastda multime. Drumul minim
I(v,,v,) apartine integral S,. La fel drumurile minime I(s,v,) si
I(v,,V") apartin integral S,. Deoarece drumul minim din V; in V, trece

doar prin S, rezulta ca I(v;,v,) <c[i][j1+1(v;,v,)+c[l][k].

Atunci

1(,v) =1(5,%) +ClILIT+1 (V) )+ KT+ (Vi V) > 1 (s, )41 (Vv )+ (v V)
Prin urmare|(S,V*) nu este drum minim, ceea ce contrazice

presupunerea initiala. m

Exemplu:

Fie dat graful G=(V,E) (desenul
5.2)

Des. 5.2

Se cere sa se determine distanta minima de la varful 1 la varful 10.

Initializarea
varf| 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9|10
distanta 0 ) o | o
sursa 1
marcaj p
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Tteratia 1

varf 1| 2 4| 5|1 6| 7| 8| 9|10
distanta 0[10]| o| 5| 6 o | oo
sursa 1 1 1 1
marcaj pl| t t* t
Iteratia 2
Varf 1| 2 4| 5| 67| 8| 9|10
distanta 0|10 51 10 6| 10| ©o| o
sursa 1 1 1| 4 1 4
marcaj pl| t p| t : t
Tteratia 3
varf| 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8] 9|10
distanta | 0| 10 5| 10 6| 10 o0
sursa | 1 1 1 4 1 4
marcaj | p | t* p t p t
Iteratia 4
varf | 1| 2| 3| 4| 5| 6 7| 8| 9|10
distanfa| 0| 10| 30| 5|10 18 6[10| | o
sursa| 1| 1| 2| 1| 4| 2 1] 4
marcaj | p|p t| p|t* t p| t
Tteratia 5
varf | 1| 2| 3| 4| 5| 6 7| 8| 9|10
distanta| 0|10 | 30| 5| 10| 18 6|10 | o |30
sursa | 1| 1| 2| 1 2 1| 4 5
marcaj | p | p t| p t p | t* t
Tteratia 6
varf | 1| 2| 3| 4| 5| 6 71 8] 9|10
distanta| 0|10 | 30| 5| 10| 18 6|10 |30 | 30
sursa| 1| 1| 2| 1 2 1 8| 5
marcaj | p | p t| p t* p t] t
Iteratia 7
varf| 1| 2| 3| 4| 5| 6 7| 8| 9|10
distanfa| 0| 10| 30| 5| 10| 18 6|10 (30| 24
sursa | 1| 1| 2| 1 2 1 8| 6
marcaj | p | p t| p p p t | t*
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Lungimea drumului minim din varful 1 in 10 este 24. Traseul va
fi determinat de calea: 10, 6, 2, 1

Pentru a determina distantele minime de la un varf dat pana la
toate celelalte varfuri ale grafului (a componentei conexe) algoritmul va
fi oprit in cazul cand toate varfurile au marcaje permanente.

Implementare

Graful este descris prin matricea de adiacenta a. Marcajele se pastreaza
in tabloul liniar vert cu elemente tip articol, avand componentele

distanta, sursa, stare.

int find()

{ .. // fuctia returneaza indicele varfului cu marcaj temporar
//de valoare minima. Daca nu exista, returneaza 0.

int tipar()

{ .. // functia afiseaza tabloul de marcaje
X

int main()
{... // citire date

// formare marcaje
for (i=1;i<=n;i++)
for (j=i+1; j<=n; j++) k+=alilLljl;
k++;
for (i=1;i<=n;i++)
{vert[il.dist=k; vertL[il.sursa=1i; vert[il.stare=0;2
vertlsl.stare=1; vertlsl.dist=0;
// repetare iteratii
while (find ())
{ p=find();
for(i=1;i<=n;i++)
if (alplCil '=0 && vertLil.stare !'=2 )
{ dc= vertlpl.dist+alpllil;
if(dc<vert[il.dist){vertl[il.dist=dc; vertLil.sursa=p;2}
vertlLil.stare=1;
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>
vertLpl.stare=2;
b
// afisare rezultate
tiparQ);
return 0;
>

5.2 Distanta minima intre toate varfurile. Algoritmul Floyd

Din paragraful precedent rezulta o solutie evidenta a problemei
determinarii tuturor drumurilor minime intre varfurile grafului:
algoritmul Dijkstra se lanseaza avand in calitate de sursa consecutiv,
toate varfurile grafului. Eista si un algoritm mai eficient, propus de
Floyd [7, p. 480]. La baza algoritmului este ideea unei secvente din n
transformari consecutive ale matricei distantelor C. La transformarea

cu indicele k matricea contine lungimea drumului minim intre orice

pereche de varfuri, cu restrictia cd pentru orice doud varfuri V;, V,

drumul minim dintre ele trece doar prin varfurile multimii {V;,V,,...,V, }

Pseudocod

Pas 0. (Preprocesare). Fie data matricea distantelor C, in care

0, i=]
Cli[jI=<d;;, 3@, ))eE
w, 3(i,j) eE

Pas 1. (Initializare) K <— 0

Pas2 k7T

Pas 3 Pentru toti i =Kk :C[i][k]# o0, si pentru toti j#=K:C[Kk][]]# o se
calculeaza C[i][ j]=min [C[I][J], Cli][K] +C[k][]]]

Pas 4 daci k =n-— sfarsit, in caz contrar se revene la pasul 2.
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Daca problema rezolvata necesita si restabilirea traseelor care
formeaza drumurile minime, este formata o matrice auxiliara 7, care
initial are elementele liniei i egale cu i.

Mai apoi, la transformarea elementului CJi][j]din matricea

distantelor se transforma si elementul respectiv din matricea 7T
TOILi1=TIKIi] daca C[i][j]> Cli]k]+CIKI[i]-

Traseul ce corespunde drumului minim intre varfurile V;, V; va

fi format din secventa V;,V;,V,,...,V,,V,,;,V;, unde

Ve = TOI0IL, Ve =TOVe ) Ve =TIV ]

Implementare

Graful este descris prin matricea de adiacenta a, care ulterior

este transformata in matricea distantelor.

int main()
{
. // citire date initiale
// modelare infinit
for (i=1;i<=n;i++)
for (j=1; j<=n; j++)
p+=alillj]l;
p++;

// creare matrice costuri
for (i=1;i<=n;i++)
for (j=1; j<=n; j++)
if (alilCjl==0 && i '= j) alilljl=p;
// calculare drumuri minime
for (k=1;k<=n;k++)
for (i=1;i<=n;i++)
if (il=k && alillkl!=p)
for (j=1;j<=n;j++)
if (jl=k && alkILjl !'=p)
if (alilCjl>alilCkI+alkICj1)
alilCjl=alilCkI+alkICjd1;
. // afisare rezultate
return 0;
X
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Exercitii

1. Determinati distanta minima intre varfurile indicate pe grafurile
de mai jos:

2. Pentru implementarea algoritmului Dijkstra, propusa in 5.1
elaborati o functie pentru restabilirea lantului care corespunde
drumului minim de la varful dat s catre destinatia ¢.

3. Realizati o implementare a algoritmului Floyd (5.2) fara
matricea auxiliara pentru restabilirea lanturilor care corespund

drumurilor minime.

4. Extindeti implementarea din exercitiul 2, adaugand optiunea de
restabilire a lanturilor care corespund drumurilor minime.

5. Estimati complexitatea algoritmului Dijkstra.

6. Estimati complexitatea algoritmului Floyd.
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Capitolul 6. Centre in graf

in acest capitol:

= Centre in graf

= Centre interioare si exterioare

= Raza grafului

= Algoritmi exacti pentru determinarea centrului

= Centrul absolut

= P-—centru

= Algoritmi euristici pentru determinarea p-centrelor

In activitatea practica deseori apar probleme de amplasare
optima a unor puncte de deservire (statii, puncte de control, utilaj) intr-
o retea de localitati, incaperi etc. Punctele pot fi unul sau cateva, in
dependenta de conditiile problemei. Formulatd in termeni uzuali,
problema este de a gasi un punct, care ar minimiza suma distantelor de
la oricare alt punct al retelei pana la el, sau in termenii teoriei
grafurilor - de a determina varful grafului sau punctul geometric, care
apartine unei muchii, astfel incat acesta va minimiza suma distantelor
pana la toate celelalte varfuri a grafului. Se va considera suplimentar,
cd drumurile pentru localitatile (varfurile) situate pe acelasi lant sunt
distincte.

6.1 Divizari

Pentru orice varf v, al grafului G =(V,E) se va nota prin R(V,)

multimea de varfuri V; ale grafului G care pot fi atinse din V; prin cii

v . - . t .
care nu depasesc miarimea A. Prin R;(V,) se va nota multimea de

varfuri V; ale grafului G din care Vv; poate fi atins prin cal care nu
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depasesc marimea A. Astfel, pentru orice varf v, al grafului G se
noteaza:

Rj’(vi):{vj (v, v ) <4, v eV}

R;(vi)z{vj :d(vj,vi)s;t, v, eV}

Pentru fiecare din varfurile v; vor fi definite 2 marimi

so(vi):rpg\?([d (vi,vj)]
st(vi):rvngvx[d (vj,vi)]

valorile S;(V;) si S,(v;) se numesc indici de separare exterior si

respectiv interior ai varfului v; .

Exemplu:

Des. 6.1 Graf tare conex si matricea Vo |11 ]2 |20 2|11

distantelor lui.

Este evident, ca |V, |6 |3 |2 |3 |4 |1]0|2]6

pentru varful v,, s,(v,)va fi Vo |33 |41 ]2]4|3]0]4

determinata de valoarea 3 3
* *

maxima din randul @ al

matricei distantelor, iar S,(v;) - de valoarea maximéa din coloana i. Tot
de aici rezulta ca valorile S,(v;) sis,(v;) au valori finite pentru orice i
numai daca graful este tare conex.
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6.2 Centrul si raza grafului

Def. Varful v, pentru care are loc relatia S,(V,) = r\I]GI\p [SO (v, )] se
numeste centru exterior al grafului G. Varful Vt* pentru care are
loc relatia S,(V;) = rpel\p [St (Vi)] se numeste centru interior al
grafului G.

Centrul exterior este varful (sau varfurile) care minimizeaza cea
mai lunga distanta de la el spre oricare alt varf al grafului. Din
matricea distantelor el poate fi determinat ca minimul valorilor maxime
de pe fiecare linie. Pentru graful de pe desenul 6.1 centrul exterior este
varful 5. Centrul interior este varful (sau varfurile) care minimizeaza
cea mai lunga distanta spre el de la oricare alt varf al grafului. Din
matricea distantelor el poate fi determinat ca minimul valorilor maxime
de pe fiecare coloana. Pentru graful de pe desenul 6.1 centre exterioare
sunt varfurile 4 si 8. Intr-un graf neorientat centrul interior si cel
exterior coincid.

Def. Valoarea S,(V,) = mi\p [SO (Vi)] se numeste raza exterioard a
Ve
grafului G. Valoarea S,(V,) = mi\p [St (Vi)] se numeste raza
v, €
interioara a grafului G.

Pentru graful de pe desenul 6.1 raza exterioara are valoarea 2, in
timp ce raza interioara are valoarea 3.

Pentru un graf neorientat raza interioara si raza exterioara sunt
egale, 1ar centrele exterioare coincid cu cele interioare.

Def. Valoarea S(V,) = mi\p [S(Vi)] se numeste raza grafului neorientat
Ve

G. Valoarea S, (V,) = mi\p [St (Vi)] se numeste raza interioard a
vie

grafului G.
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Def. Varful v, pentru care are loc relatia S(V;) = mi\p [S(Vi)] se numeste
Vi€

centru al grafului neorientat G.

6.3 P-centre

Fie in municipiu sunt amplasate mai multe (P) centre de
asistentd medicala urgentda, cu echipe mobile de medici. In cazul
receptionarii unei cereri de asistentd la centrul comun de apel, catre
solicitant se deplaseaza echipajul de medici de la cel mai apropiat
centru de asistenta.

In acest caz amplasarea initiala a celor P centre de asistenta
medicald urgenta este organizata intr-un mod, care asigura minimul de
asteptare a pacientului, indiferent de locatia acestuia.

Fie V, 0 submultime din V. ’Vp‘z p. Prin d(Vp,vi)se va nota

distanta de la cel mai apropiat varf din Vp pana la varful v, :

d (Vp’Vi): min[d (Vj’vi )J

Vj eVp

La fel, prin d (Vi ,Vp)se va nota distanta de la varful v, pana la

cel mai apropiat varf din V,: d (Vi v, ) =min [d (Vi Vi )]

Vj eVp
Indicii de separare pentru multimea Vp se calculeaza la fel ca si pentru

varfurile solitare:
So(V,) =max| d(V,.v,)
(V) =max|d(v, v,

Def. Multimea de varfuri V.

po Dbentru care are loc relatia

S (\/;0) = \r/n;g [SO (Y p)] se numeste p-centru exterior al grafului G.
p

Multimea de varfuri V.

o pentru care are loc relatia

s (V ; NE \r/nlg I:St \Y P):I se numeste p-centru interior al grafului G.
p
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Def. Valoarea So(\/;,o):\mig[so(vp)] se numeste p-raza exterioard a
pe

grafului G. Valoarea St(\/;t)z\mig[st(\/p)} se numeste p-raza
DE

interioard a grafului G.

Algoritmul euristic pentru determinarea p-centrelor

Algoritmul face parte din clasa algoritmilor de optimizare locala,
care se bazeaza pe ideea A optimizarii pe grafuri.
Fie graful neorientat G=(V,E). O multime de varfuri ScV,

|S| = p se numeste A optima (ﬂ < p) pentru problema Q, daca inlocuirea

oricaror A varfuri din S cu A varfuri din V—S nu va imbunatati
solutia problemei Q, obtinuta pe multimea S . Algoritmul descris este
unul general si poate fi folosit pentru diverse probleme formulate pe
grafuri.

Initial in calitate de solutie este selectata o multime arbitrara de
varfuri C, care aproximeaza p centrul. Apoi se verificd, daca un careva
varf v; eV —Cpoate inlocui varful v, € C. Pentru aceasta se formeaza
multimea C'={C u{vj}—{vi}} dupa care se compara S(C) si s(C') .
Ulterior C'este cercetata in acelagi mod , pentru a obtine C”. Procesul

se repeta pana la obtinerea unei multimi C, pentru care nu mai pot fi

efectuate imbunatatiri prin procedeul descris. Multimea de varfuri C
este considerata p-centrul cautat.

Pseudocod

Pas 0. Se formeaza matricea distantelor minime (algoritmul Floyd)

Pas 1. Se alege in calitate de aproximare initiala a p-centrului o

multime arbitrard de varfuri C. Varfurile v; eV -C vor fi

considerate avand marcajul starii egal cu 0 (neverificate).
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Pas 2. Se alege un varf arbitrar de stare O v, eV —C s¢i pentru fiecare

varf v; € C se calculeaza valorile A, ; =s(C)—s(C —{v;}{v,})

Pas 3. Se determina Aio’. = max [Ai]j].

! v;eC
1. Daca Aio i < 0 varful v; este marcat ,verificat” (i se aplica

marcajul de stare - 1) si se revine la pasul 2.
1. Daca Aio,j >0, C <—(C —{Vi}u{vj}) varful V; este marcat

yverificat” (1 se aplicd marcajul de stare - 1) si se revine la
pasul 2.

Pas 4. Pasii 2 — 3 se repeta atat timp cat exista varfuri cu marcaj de
stare 0. Daca la ultima repetare a pasilor 2 — 3 nu au fost
efectuate inlocuiri (3.11) se trece la pasul 5. In caz contrar
tuturor varfurilor din V —C i se atribuie marcajul de stare O,

apoi se revine la pasul 2.

Pas 5. STOP. Multimea de varfuri curenta C este o aproximare a p-

centrului cautat.

6.4 Centrul absolut

In cazul modificarii restrictillor de amplasare a centrului,
problema determinarii acestuia poate sa devina mult mai complicata.

Fie ca urmeaza sa fie construit un centru regional al serviciului
de ajutor tehnic, care va deservi n localitati. Acesta poate fi amplasat
atat in una din localitati, cat si pe unul din traseele care le unesc. In
calitate de criteriu principal de selectie a locatiei pentru centru se
considera minimizarea distantei pana la cel mai indepartat punct
(localitate) deservit. Problema poate fi modelata pe un graf, varfurile
caruia corespund localitatilor, iar muchiile — traseelor intre localitati.
Ponderea fiecarei muchii este distanta dintre localitatile adiacente ei.
Locatia optima poate fi atat in unul din varfurile sau un varf nou,
amplasat pe una din muchiile grafului initial (desenul 6.2).
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Des. 6.2
20 30
O —3 Amplasarea optima a centrului de deservire:
a.  Numai pe varfurile existente
b.  Pe varfurile sau muchiile existente

Fie (v,V;) muchia cu ponderea ¢;;. Un punct interior U al
acestel muchii poate fi descris prin intermediul lungimilor I(v;,u) si
I(u,v;)a segmentelor [v;,u], respectiv [u,v.] tinand cont de relatia:
I(v;,u) +1(u,v;) =¢ ;

In punctul U se va defini un nou varf al grafului, cu puterea 2,

adiacent varfurilor v; si V;. Pentru U se vor calcula aceleasi doud

valori:

so(u):Tg[d (u,v; )] st(u)=max[d (vj,u)]

i vjeV

Def. Punctul U, pentru care are loc relatia S,(U,)= miGn[so (u)] se
ue
numeste centru exterior absolut al grafului G. Varful ut* pentru
care are loc relatia S, (U;)= miGn[st (u)]se numeste centru interior
ue

absolut al grafului G.

Def. Valoarea S,(Uy) = miGn [So(u)] se numeste raza exterioard absolutd
ue

a grafului G. Valoarea s, (U, ):miGn[st(u)]se numeste raza
ue

interioard absoluta a grafului G.

Pentru graful reprezentat in figura 6.2 Centrul absolut va fi un
varf suplimentar (5) pozitionat pe muchia (2, 3) la distanta 5 de varful
2 s1 25 de varful 3. Pentru acest punct raza absoluta va avea valoarea
25. Deplasarea punctului in stanga sau in dreapta va duce la cresterea

razei.
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6.5 Metoda Hakimi pentru determinarea centrului absolut

In cazul cand problema initiald cere amplasarea centrelor de
deservire numai in anumite puncte (varfuri ale grafului) problema se
rezolva nemijlocit, folosind matricea distantelor din graf, prin metode
descrise anterior. Daca insa se admite g1 amplasarea in puncte
interioare ale muchiilor grafului, atunci urmeaza sa fie determinat
centrul absolut al grafului. In acest scop poate fi folositi metoda
propusa de Hakimi [6, p. 104]:

1. Pentru fiecare muchie e, a grafului se va determina punctul (sau

punctele) u (ek) cu indicele de separare minim

2. Dintre toate punctele u(e, ) se va alege u (ek ) =min| u(e, )] :

ecE

Realizarea pasului doi este elementara. In continuare se va cerceta

pasul 1. Fie muchia e, intre varfurile v; si V; (desenul 6.3).

G, v

Des 6.3 Determinarea centrului absolut pe muchie

Indicii de separare a punctului U se calculeaza dupa formula

s, (U) = rpg([d(u,vj )] s, (U) =max[d (vj,u)]

vjev

Pentru punctul u, de pe muchia e, se obtine

s(u,) = rpgvx[d(uk,v, )]= rpgvx[min{l(uk,vj)m(xj,x,),l(uk,vi)+d(xi,x,)}]
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deoarece drumurile minimale pana la celelalte varfuri vor trece in mod
obligatoriu prin punctele v; sau v;. I(u,,v;) si I(u,,V;) sunt lungimile
componentelor muchiei e, , in care o divide u, .
Fie 1(u,,v;)=¢. Atunci I(u,,v;) =¢;; —¢& iar formula precedenta
capata forma:
s(u,) = rvrllg/x[d (U, v, )] - Tg/x[mln{§+d(xj,x,),ciyj —.§+d(xi,x|)}]
Pentru orice elemente fixate v, si e, valoarea s(u,)poate fi

calculata ca o functie liniara de variabila & Pentru aceasta sunt
separate expresiile:

T, =&+d(v;,v)

Tlr =G ; —&+d(v,,v)
si cercetate ca functii de & . Pentru graficele functiilor se determina
punctul de intersectie si semidreptele inferioare ce pornesc din el.

Aceste semidrepte se vor numi semidrepte de minimizare inferioare.
Semidreptele de minimizare se construiesc pentru toate v, €V , apoi pe
baza lor se construieste linia de maximizare. Aceasta prezinta o linie
frantd, cu mai multe puncte de minimum. Din toate punctele de
minimum este ales cel maximal (conform formulei.). Acesta va fi centrul

absolut situat pe muchia e, . Pentru a determina centrul absolut al

intregului graf se va selecta minimul dintre centrele absolute pe toate
muchiile din G.
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Exemplu

Des. 6.4.

LA VA IR VAR IR VAR VA VA
v, | 0] 9| 8 |6]|3]|5
v, | 90| 2 |10|6]| 8
v, [ 8| 2|0 |10] 8 |10
vV, | 6 |10]10 |0 |4/ 4
v, [3]| 6|8 | 4|02
Vo [ 5] 8|10 4|20

Graful pentru care se calculeaza centrul absolut si matricea distantelor lui.

Pe muchia 1
T, =&+d(v;,v) =& +8;
T1’:C3,1+d(v1’v1)_ég:8_§-

T,=5+d(V;,V,)=8+2;

T, = Cyy +d(vy,Vv,)-&=17-¢.

T, =5+d(v;,Vv) =8,

Ty =cC;, +d(v,,Vv;) - & =16-¢.

T,=&+d(v,,v,) =& +10;

T4'=c3‘1+d(vl,v4)—§=14—§.

Ts=¢+d(Vs,v5) =5 +8;

Ty =Cyy +d(vy,vs) - & =11-¢.

Te=&+d(v,,v) =10+&;
TG’:03,1+d(v1,v6)—§:13—§.

20

16

At
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Pe muchia 2

T, =&+d(v,,v)=5+8;
T/=c¢;, +d(v,Vv,)-¢=11-¢.
T,=&+d(v,,Vv,) =&+ 2

T, =0C5, +d(v,,V,)-&=2-¢.
T,=&+d(vs,v;) =&,

Ty =Cy, +d(V,,V,) - E=4-¢.
T, =&+d(v,,v,) =& +10;

T/ =¢y, +d(v,,v,)-&=12-¢.

T, =&+d(vs, V) =& +8;

T5’:03’2+d(v2,v5)—§:l4—§.

To=&+d(v,,v) =10+¢;

Ty =Cy, +d(v,,Vs) - ¢ =16-¢.

20

16

Des. 6.5.b

e Y Ll

Pe muchia 3
T, =§+d(V2:V1):§+9;
T/=C5, +d(V,, ) —&=9-¢.

T, =§+d(V2'V2):§;

T, =C5, +d(vs,v,) - ¢ =12-¢.

T=8+d(v;, V) =5 +2;

T3’=c5’2 +d(vg,v,)-¢&=14-¢.

T,=&+d(v,,v,)=£+10;

T, =C5, +d(Vs,v,)—&=10-¢.

Ty =8+d(v,, V) =5 +6;
T =0Cg, +d(V5,V5) —&=6-C.
To=&+d(v,,V) =8+¢;
T6'=C5,2+d(V5'V6)_§=8_§'

20

16

65|Page



Pe muchia 4

T, =5+d(v,v)=¢&

T/=0Cs; +d(Vs, V) —&=6-C.
T,=8+d(v,Vv,) =&+9;

T, =Cs, +d(Vs,V,)—&E=9-¢.
T,=8+d(v, V) =& +8;
TSIZ05,1+d(V5’V3)_§:11—§-
T,=g+d(v,v,)=¢+6;
T4':CS,1+d(V5’V4)_§:7—§-
To=¢+d(v,Vs) =5 +3
T5,205,1+d(V51V5)_§:3—§-
To=&+d (v, V) =& +5;

Tg =C5, +d(Vs,Vs) - & =5-¢.

20

16

12

Pe muchia 5

T, =&+d(v,v)=¢;
T/=¢, +d(v,,v)—-&=12-¢.

T,=&+d(v,v,)=¢+9;

Tz,:C4,1+d(v4’V2)—§=16—§.

To=8+d(v,v) =5 +8;

T3':C4,1+d(v4’V3)_§=16—§-

T,=&+d(v,Vv,) =& +6;
T4’=c4’1+d(v4,v4)—§=6—§.

To=5+d(v,vs) =5 +3

T =c,, +d(v,,Vs) & =10-¢.

To=g+d(V, V) =g +5;

TG!:C4,1+d(v4’v6)_§:10_§-

16 <

Des. 6.5.e
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Pe muchia 6
T, =&+d(vs,v,)=¢+3;
T/=c,5+d(v,,v)-¢=10-¢.

T,=&+d(vs,v,) =& +6;

T2’:c4'5+d(v4,v2)—§:14—§.

T, =8+d(vs,v5) =5 +8;

T3’:c4’5 +d(v,,v,)—-&=14-¢.

T, :§+d(V5’V4):§+4;
T£=C4’5+d(V4,V4)—§=4—§.

T, =&+d(vs,v5) =&,
T5':C415+d(v4,V5)—§:8—§.

20

16

12

T,=&+d(h, %) =6 +2 =
Tg =Cu5 +d(v,,Vs) - & =8-¢. Des. 6.5.f
Pe muchia 7 2
T,=&+d(v,v,) =&+5;

T/=Cue+d(V,, ) —&=10-¢. 16

T, =8+d(vs,v,) =5 +8;

T, =Cu+d(v,,v,)-¢=14-¢.

T, =&+d(v,,Vv;) =& +10;

T3’=c4’6 +d(v,,v,)-&=14-¢.

T,=&+d(vs,Vv,)=8+4
T, =Cue+d(v,,V,)-&=4-¢.
Ty=8+d(Ve,V5) =S +2;
T5'=C4,6+d(V4aV5)—§=8—§.

Te =§+d(V6’V6):§;
T6'=C4,6+d(v4'V6)_§=8_§'
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Pe muchia 8

T, =&+d(vg, V) =& +5;
T/=C5e +d(Vs,\) - E=5-¢.
T,=&+d(Ve,V,) =& +8;

T, =Csq+d(vg,v,)—&=8-C.
T, =&+d(v,,V,) = E+10;

Ty =Cgq+d(vs,v;) —&=10-¢.
T,=&+d(V,V,) =& +4;
T4’:0516+d(v5,v4)—§:6—§.
To=c+d(ve,V5) = +2;

T =Coe+d(vs,v5)-&=2-C¢.

20

16

0 2
T, =E+d(V,V,) = &; e
Ty =Cge +d(V5, V) - =4-C. Des. 6.5.h
Pe muchia 9 20
T, =&+d(v,,v,) =&+4;
T1’:C4,3+d(V31V1)_§:18_6' 16

T, =E+d(V,V,) = £+10;

T, =Cpy+d(vs,V,)-&=12-¢.
Ts :§+d(V4’V3):§+10;
Ty=C,3+d(v,v5) -£=10-2.
T,=&+d(v,,v,)=¢;

T, =¢,5+d(v,v,)-&=20-¢.
To=&+d(v,,v5) =& +4

T =cC,y+d(vy,v5) - & =18-¢.
To=&+d(v,, V) =E+4

T =Cuy+d(v;,Vs)—&=20-¢.

|
.
12 -
| .-
N
,
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Indicele de separare cu valoare minima se obtine pe muchia e,.

Valoarea minima este 6 (desenul 6.5.c) si se obtine in punctul aflat la

distanta de 4 unitati de la varful Vv, (desenul 6.6).

e, 6 9

XCentruI absolut . Este amplasat la distanta 4 unitati de varful 2 si 2 unitati de
varful 5.

Des. 6.6 Amplasarea centrului absolut
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Exercitii:

1/%’722& 1/ \
o . 710 10 \ //10
__i\!;/“ /\/

=8

Des. 6.7. A B

1. Pentru grafurile de pe desenul 6.7 A, 6.7 B, determinati

varfurile centru.

2. Elaborati un program pentru determinarea centrelor relative
exterioare si interioare ale unui graf orientat, descris prin
matricea sa de adiacenta. | V| < 50.

3. Elaborati un program pentru determinarea centrelor relative ale
unui graf neorientat. | V| < 50.

4. Determinati 2-centrul pentru grafurile din imaginile 6.7 A, 6.7 B.

5. Determinati, folosind metoda Hakimi, centrele absolute ale
grafurilor din imaginile 6.7 A, 6.7 B.

6. Elaborati un program, care va determina cu o eroare ce nu
depaseste 1% centrul absolut al grafurilor cu |V |< 30, muchiile
carora au ponderi intregi, mai mici decat 100. (Folositi metoda
trierii)
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Capitolul 7. Mediane

in acest capitol:

» Mediane in graf

= Mediane interioare si exterioare

= Algoritmi exacti pentru determinarea medianei

= Mediana absoluta

= P -mediana

= Algoritmi euristici pentru determinarea p-medianei

7.1 Mediane

Mai multe probleme de amplasare a punctelor de deservire pre-
supun minimizarea sumei distantelor de la o serie de puncte terminale
pana la un punct central (de colectare, comutare, depozite, etc.)

Punctele care corespund solutiei optime ale problemei se numesc
puncte mediane ale grafului.

Fie graful G=(V,E). Pentru fiecare varf v, se definesc doui

valori, care se numesc indict de transmitere:

oy (V) = Z[d (vi,vj)]

vjev

o, (v,) = Z[d (vj,vi)]

vjev

Aici d(v;,V;) — distanta minima dintre varfurilev; si v;. Valorile

o, (V;) si o,(Vv,)se numesc indice interior si exterior de transmitere a
varfului v,. Indicii de transmitere pot fi calculati din matricea

distantelor D(G): o,(V;) ca suma elementelor din linia i a matricei D,

iar o, (V;) ca suma elementelor din coloana i.

71|Page



Def. Varful v, pentru care o, (V_O) =min [ao (v )] se numeste mediand
v, eV
exterioara a  grafului  G. Varful \7t pentru  care

o, (vt ) =min I:O-t (v, )] se numeste mediand interioard.

Exemplu: Fie graful din desenul 7.1:

A 0 1 2 1 2 3 313 15

v, 5 0 1 314 |2 5 2 22

Va [ 410231 4]|1]16

Vv, 2 2 3 0 1 3 2 2 15

v, (1|1 ]2|2]0of2]|1]1]|10

Vo | 4| 4|1 ]2|3]0|3]1]18

25
15
15
14
19
16
21
12

Pentru exemplul prezentat mediana exterioara este varful v, cu
indicele de transmitere 10, mediana interioara — varful v; cu indicele de

transmitere 12.

Algoritmul general pentru determinarea medianelor presupune
calculul distantelor minime intre varfurile grafului, ulterior calcularea
sumelor elementelor matricei pe linii (coloane) si selectarea minimului
din sumele calculate (minimul sumelor pe linii pentru mediana

exterioara, pe coloane — pentru mediana interioara ).
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7.2. Mediana absoluta

La determinarea centrelor absolute in graf s-a observat ca
amplasarea optima a acestora poate genera aparitia unui varf nou pe
una din muchiile grafului. In cazul medianei absolute situatia este
diferita:

Teorema 1. Pentru orice punct y al grafului G=(V,E), va exista cel

putin un varf v al grafului, pentru care o (V) <o (y)
O
Daca y este varf al grafului, teorema e demonstrata. In caz contrar: Fie

y— un punct interior al muchiei (v,,V,) situat la distanta g de v, . In

acest caz d(y,v;) =min| £+d(V,,V)),c, ,—£+d(V,,V)) |

Fie V, multimea varfurilor pentru care &+d(v,,v;)<c, ,—&+d(v,,V;)

iar V, multimea varfurilor pentru care &+d(v,,v;)>cC, ,—&+d(vy,v;).

Atunci: o(y) = > d(y,v,)= D [E+d(v,,v)) |+ D [c,,—£+dV,.V)) ]
vjev VeV, v, e,

Tot odata, d(v,,v;)<c, ;+d(v,,V;) (altfel nu ar fi distanta minima)

Prin inlocuire in formula precedenta se obtine:

o(y)z Y [E+d(v,,v) ]+ Y [dv,.v)-£].

vjeV, VjeVy
Deoarece V, UVﬁ =V |, poate fi efectuatad regruparea termenilor:

o-(y)ZZ[d(va,v.)]+§(|va|—’\/ﬂ‘). Deoarece varfurile V,,Vgse aleg

VjeV

arbitrar, v, va fi varful, pentru care |\/a| > ‘Vﬁ‘ .In final o(y)>2o(v,)m
Pentru un graf neorientat mediana exterioara si cea interioara
coincid, prin urmare se cerceteaza doar notiunea de mediana, ca varf,

care minimizeaza suma distantelor pana la celelalte varfuri ale
grafului.
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7.3 P-mediane

Notiunea de p-mediana se introduce prin analogie cu notiunea de
p-centru.

Fie Vpo submultime din V . ’Vp‘= p. Prin d(Vp,Vi)se va nota

distanta de la cel mai apropiat varf din Vp pana la varful v, :

d(V,.v )= min[d (v, v, )] *)

VjeVp
La fel, prin d (Vi ,Vp)se va nota distanta de la varful v, pana la

cel mai apropiat varfdin V,: d (Vi ,Vp) =min [d (Vi WV ):| (**)

vjeVv,
Daca V} este varful din Vp, pentru care se obtine valoarea minima a (¥)
sau (**), se spune caV, este arondat la V} .

Indicii de transmitere pentru multimea Vp se calculeaza la fel ca si

pentru varfurile solitare:

O-O(Vp):\%[d (Voov, )] at(\/p):z;[d (VJ’VP)J

Def. Multimea de varfuri Vo pentru care are loc relatia
o, (\7p'0) = \r/?é\l’/l I:GO (Vp):l se numeste p-mediand exterioard a
grafului G. Multimea de varfuri \7p,t pentru care are loc relatia
o (V. o) = \Téo ':O't Y p)] se numeste p-mediand interioard a
grafului G.

Teorema 2. Pentru orice multime Y din p puncte ale grafului

G=(V,E), va exista cel putin o multime V, <V din p varfuri ale
grafului, pentru care o(V,) <o (Y)

o Se demonstreaza similar Teoremei 1 din acest capitol.m
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Pentru un graf neorientat p-mediana exterioara si cea interioara
coincid, prin urmare se cerceteaza doar notiunea de p-mediana, ca
multime de varfuri, care minimizeaza suma distantelor pana la toate
celelalte varfuri ale grafului.

7.3 Algoritmi pentru determinarea p-medianei

Algoritmul direct
Algoritmul direct presupune generarea tuturor submultimilor

din p varfuri ale grafului G si selectarea mul‘pimiivp pentru care

0(\7p )= \r/ni\rll[a(\/p)]‘ O asemenea abordare presupune cercetarea a C’
pE

multimi, ceea ce necesita resurse exponentiale de timp pentru valori
mari ale n sau valori ale p apropiate de n/2. In particular, pentru valori
ale lui n,p, care nu depasesc 20 poate fi folosit un algoritm clasic de
generare a submultimilor unei multimi, descris in [9, p.32]. O
modificare elementara va permite generarea doar a multimilor din p
elemente, ceea ca va reduce considerabil timpul de lucru al
algoritmului. O altd componenta a solutiei este calcularea matricei D a
distantelor minime, care va servi in calitate de sursa de date pentru

determinarea p-medianei.

Algoritmul euristic
Pentru valori mari ale lui n si p poate fi folosit un algoritm
euristic, similar algoritmului pentru determinarea p-centrului.

Pas 0. Se formeaza matricea distantelor minime (algoritmul Floyd)
Pas 1. Se alege in calitate de aproximare initialda a p-medianei o

multime arbitrard de varfuri C. Varfurile v; eV -C vor fi

considerate avand marcajul starii egal cu O (neverificate).

Pas 2. Se alege un varf arbitrar de stare 0 v, eV —C si pentru fiecare

varf v, e C se calculeaza valorile A, ; =o(C)—o(C—{v,}u{v;})
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Pas 3. Se determina A, ; =max [A”—].

v;eC
1il. Daca Aio, i < 0 varful V; este marcat ,verificat” (1 se aplica
marcajul de stare - 1) si se revine la pasul 2.
iv.  Daca A, >0, C (—(C —{Vi}u{vj}) varful V; este marcat

yverificat” (1 se aplicd marcajul de stare - 1) si se revine la
pasul 2.

Pas 4. Pasii 2 — 3 se repeta atat timp cat exista varfuri cu marcaj de
stare 0. Daca la ultima repetare a pasilor 2 — 3 nu au fost
efectuate inlocuiri (3.11) se trece la pasul 5. In caz contrar
tuturor varfurilor din V —C i se atribuie marcajul de stare 0,
apol se revine la pasul 2.

Pas 5. STOP. Multimea de varfuri curenta C este o aproximare a p-

medianeil cautate.

Implementare

Input: Graful G: matricea de adiacentd d, ulterior matricea
distantelor; vectorul p-medianei pmed, vectorul stare st.

Output: O p-mediana posibila a G, in vectorul pmed.

int tipar()
{..// afiseazd mediana curenta 2}

int calcmed()
{ .. // calculeazda valoarea p-medianei curente

int main()
{ ..// citire date
..// modelare valoare ,infinit" - p
..// algoritmul Floyd. D — matricea distantelor
// initializare p-mediana
for(i=1;1<=n; i++) stl[il=0;
for(i=1;i<=pmed; i++) {stlil=2; med[il=i;2}
do <
for (i=1;i<=n; i++) if (stl[il==1) stl[il=0;
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// reinitializare stare varfuri
for (i=1;i<=n;i++)
if (stLil==0)
{delta=0; sumtot=calcmed();
for (j=1;j<=pmed; j++)
{ tmp=medL[jl; med[jl=1i;
stLil=2; stlLtmpl=0; // i se introduce in poz j
medcurent=calcmed();
if (delta<sumtot - medcurent)
{delta=sumtot-medcurent; swl=j;sw2=1;2}
// micsorare indice de transmtere
medLjJl=tmp; stlLtmpl=2; // restabilire j
>
if (delta>0 ) // a fost detectata o imbundtdtire
{ tmp=medL[sw1]; medLsw1l=sw?2;
stCtmpl=1; stlsw2l1=2;2} // inlocuire
else stlLil=1;
b

} while (delta>0);

tiparO); printf(" %d ", calcmed());

return 0; 2
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Exercitii:

2 2
6 2 6
s 7 DR
3 3
N N
6 /4 10 6 / / 10
SN SN
2 2
7 8 7 8
A B
Des 7.2
1. Determinati medianele pentru grafurile din imaginile 7.2 A, 7.2

B.

2. Elaborati un program pentru determinarea medianelor
interioare g1 exterioare ale unui graf G=(V,E), |V|S200

3. Determinati 2-medianele pentru grafurile din imaginile 7.2 A,
7.2 B.

4. Elaborati un program pentru determinarea exacta a 2-
medianelor interioare 1 exterioare ale unui  graf
G=(V,E), |V| <20

5. Elaborati un program pentru determinarea exacta a p-
medianelor ale unui graf G =(V, E), [\/| <20

6. Elaborati un program pentru determinarea aproximativa,
folosind algoritmul euristic (1 =1) a p-medianelor ale unui graf
G=(V,E), |v|<100

7. Elaborati un program pentru determinarea aproximativa,
folosind algoritmul euristic (4 =2) a p-medianelor ale unui graf
G=(,b), |V|£1OO

8. Demonstrati Teorema 2.
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in acest capitol:

= Definitji ale arborilor

= Generarea tuturor arborilor partiali ai unui graf

= Arbori partiali de cost minim

= Algoritmul Kruskal pentru determinarea arborelui de cost minim.
= Algoritmul Prim pentru determinarea arborelui de cost minim

8.1 Arbori de acoperire

Carcase

Un graf neorientat
este numit arbore daca este

conex si nu contine cicluri. ) 1)

Pentru graful G=(V,E)

fiecare arbore @ @

G =(V,T) TcE este ) (3) /@
numit carcasd sau arbore @ 0

partial de  acoperire a

grafului G. Muchiile din G,

care apar in G sunt numite O 2
ramuri, cele din E/T - corzi. Des. 8.1. Graful (stdnga sus) si cateva dintre
Numaéarul carcaselor unui carcasele sale

graf este determinat de

structura acestuia.

Algoritmii de parcurgere a unui graf conex permit si construirea
concomitentid a unei carcase. Intr-adevir, proprietatea de conexitate
asigura atingerea fiecarui nod u a grafului pe parcursul lucrului
algoritmului. Pentru nodul u, atins din v, algoritmii de parcurgere nu
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mai permit atingerea repetatd din alt nod. Prin urmare, aparitia
ciclurilor in procesul parcurgerii este imposibila.

Urmatoarea modificare a functiei DFS afigeaza lista muchiilor
pentru carcasa ce corespunde parcurgerii in adancime a grafului:

int DFS (int s)
{ int i3

bLs1=1;

for(i=1;i<=n;i++)

if(alsILil !'=0 && bLil==0)
{printf('\n %d - %d", s, i); DFS(i);2}

return 0;
>

Generarea tuturor carcaselor unui graf

Mai multe probleme impun necesitatea de a genera nu o carcasa
a grafului dat, ci toate carcasele posibile. De exemplu, trebuie sa fie
selectatd ,cea mai buna carcasd” dupa un criteriu complex, care nu
permite aplicarea unor optimizari directe. In alte situatii, generarea
tuturor subarborilor in calitate de subproblema permite reducerea
complexitatii la rezolvarea unor probleme de calcul economic.

Numaérul posibil de carcase ale unui graf variazd in dependenté
de numaérul de muchii in graful initial dar si de structura conexiunilor.
Pentru un graf complet cu n varfuri, de exemplu, numéarul calculat al
carcaselor este egal cu N"?. Prin urmare, problema generarii tuturor
carcaselor este una de complexitate exponentialda (in caz general) .
Respectiv, algoritmul pentru generarea acestora va avea la origine
tehnica reluarii. O posibild structura a algoritmului a fost data de
Kristofides. Totusi, algoritmul propus in [6, p.154] este unul iterativ,
ceea ce face mai complicatd implementarea lui. In cele ce urmeazi se
propune un algoritm recursiv, care formeaza carcasele in baza listei de

muchii a grafului G.

Preprocesare: fie G=(V,E). Se formeaza lista de muchii e,e,,...,e,

grafului G.
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Functia recursivd CARCASE (k, c)

Pas A.
(1) i<k.
(11) Muchia curenta e =(V',v"). Pe graful T se lanseaza functia

de cautare in adancime modificatd DFS(V',V"), pentru a

determina existenta unei cai intrev’ gi v".

(i1)  Daca functia returneaza 1 (in 7 existd o cale intre V' si V" )
STOP
In caz contrar functia returneaza 0 (nu exista o cale
intre V' si V")
T=TUe, c«c+1
Dacd C=n-lse afiseazd carcasa construitd 7. apoi se

trece la pas 4.
in caz contrar pentru toti i de lak +1 la m CARCASE (i, c)

Pas B.
Excludere muchie T =T —¢ c<«-c-1

Sfarsit functie carcase.
In functie se genereaza toate carcasele, care Incep de

la muchia €

Algoritm
Pas1. k<0

Pas 2 Indicele muchiei de la care continua constructia carcasei
K<« k+1.
Se formeaza un graf T din varfurile izolate ale lui G: T = (V, Q)

Numarul de muchii in carcasa c<«0
Pas 3. CARCASE (k,0)

Pas4 daca k<m-—n+1se revine la pasul 2, altfel STOP — toate

carcasele au fost generate
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Implementare

Input: Graful G : matricea de adiacentd a; lista de muchii v;
Output: Arborii partiali a grafului G , generati consecutiv in tabloul

arb.

int tipar()
{ .. //afiseazd solutia curentda - matricea de adiacentd a
arborelui partial}

int scoatemuchie(int 1ind)
{ ..// exclude muchia cu idindicele ind din arborele 1in
constructiel

int punemuchie(int ind)
{ .7/ include muchia <cu indicele ind in arborele 1in
constructiel}

int DFS (int s,int tt)

{ ..// verificd prezenta unui drum intre varfurile s si ttl}

int cicluCint im)

{ ..// verificd aparitia unui ciclu la addugarea muchiei cu
indicele im 2}

int back(int indicemuchie, int numarmuchii)
{ int i;
if (cicluCindicemuchie)) return 0;
else
{ punemuchie(indicemuchie);// se adaugd muchia
numarmuchii++;
if (numarmuchii==n-1) // e detectatd o solutie
{tipar(); scoatemuchie(indicemuchie); numarmuchii--;
return 0;2
else
{for (i=indicemuchie+1;i<=k;i++) back(i,numarmuchii);
// se adaugd urmdtoarele muchii
scoatemuchie(indicemuchie) ;numarmuchii--; return 0;
// se exclude muchia la pasul de intoarcere

X
int main()
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{ ..// citire date

// formarea Llista muchii
for (i=1;i<=n;i++)

for (j=i+1; j<=n; j++)

if (alilLjl==1) {k++; edlkl.vi=i; edlkl.vj=j;2}

// cdutare carcase
for (i=1;i<=k-n+1;1i++)

back (i ,0);
return 0; 2

8.2 Arbori de acoperire de cost minim

Mai multe dintre problemele formulate pe grafuri presupun
existenta unei caracteristici suplimentare, atribuite muchiilor grafului

— ponderea. Pentru muchia (Vv,U)ponderea se noteaza C,,. De obicei

ponderea are o expresie numerica, care indica distanta dintre noduri,
capacitatea sau timpul de transfer de-a lungul muchiei etc.

Pentru stocarea ponderilor muchiilor nu sunt necesare
modificari esentiale in structurile de date utilizate pentru descrierea
grafurilor: in matricele de incidenta sau adiacenta valorile unitare ce
corespund muchiilor sunt inlocuite
prin valorile ponderilor (desenul
8.2); in listele de muchii si de
incidenta fiecare pereche (element)
este suplinitd de o componenta ce

contine valoarea ponderii.

Prin cost al arborelui 001 6 00150
G =(V,T)se va intelege suma 00 4 0 00 589
. - R 104 0 0 08 00
ponderilor  muchiilor, care il 60 0 0205 00
formeaza. 00 02 00106
* 0 0 8 00 00O

S(G)= C
©) Z v 155 0 0100 00

(v,u)eT
) 09 0 6 0 0
Pentru grafurile 3 -

neponderate  toti  arborii  de
Des. 8.2. Graf ponderat si matricea lui

acoperire au acelasi cost. In cazul 4 adiacents

prezentei ponderilor in graf apare
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s1 problema selectarii unui arbore de acoperire de cost minim. Exista
mai multi algoritmi eficienti pentru determi-narea arborelui de
acoperire de cost minim, cei mai cunoscuti fiind:

Algoritmul Kruskal

Fie G =(V,E) un graf ponderat cu n varfuri. Algoritmul Kruskal
foloseste tehnica greedy si presupune crearea unui graf G =(V,T), in

care initial T = . Ulterior, muchiile din G se sorteaza dupa cresterea

ponderilor. La urmatoarea etapa se efectueaza addugarea consecutiva
A * .o . . o, - - .« .
in G a muchiilor din sirul sortat, cu conditia cid la addugarea muchiei

in G nu se formeaza un ciclu. Lucrul algoritmului se sfarseste cand

numarul de muchii adaugate devine n-1.

Pseudocod:

Pas 1. Se construieste G =(V,T), T=0.
Pas 2. Muchiile din G =(V,E) se sorteazi in ordinea cresterii
ponderilor. Se obtine girul m,..., Mg,
Pas3. k<0, i<«1
Pas 4. While k #V|-1 do
a) if Tum nu formeaza un ciclu in G", then
T«Tum,kT
b) i T
Implementare:

Input: Graful G : matricea de adiacenta a; liata de muchii v; arborele
partial de cost minim arb, tabloul componentelor conexe c.

Output: Un arbore partial de cost minim a G, in tabloul arb.

int sort ()
{ ...// functia de sortare a listei de muchii
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int readdata()
{ ..// functa de citire a datelor initiale 2}

int printv()
{ .. // functia de tipar a rezultatelor’

int makeedgelist()
{ ..// functia pentru crearea listei de muchii 2}

int main(int argc, char *argv[1l)
{ int j,i,r;

readdata();

makeedgelist();

sort();
for (i=1;i<=n;i++) cLil=i; // initializare componente conexe
i=0;
while(k<n=-1)
{ i++;
if (cCvlil.vil '= cCvlil.vil)

// verificare posibilitate adaugare muchie
{k++; arblCkl=vL[il;
for(j=1;j<=n;j++)
if (cCjl == cCvl[id.vjl ) cCjl=cCvlil.vil;
b
X
printv(); // afisare rezultate

return 0;
>

Algoritmul Prim

Spre deosebire de algoritmul Kruskal algoritmul Prim genereaza

arborele partial de cost minim prin extinderea unui singur subgraf T,
care initial este format dintr-un varf. Subarborele T, se extinde prin

addugarea consecutivd a muchiilor (V;,V;), astfel incat v, €T, v, ¢T,),

1ar ponderea muchiei adaugate sa fie minim posibila. Procesul continua

pana la obtinerea unui numar de n—1muchiiin T,.
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Pseudocod

Pas 1. Se construieste G =(V,T), T=¢.
Pas 2. Muchiile din G =(V,E) se sorteaza in ordinea cresterii

ponderilor. Se obtine girul m,..., Mg, Toate muchiile se

considera nefolosite.

Pas 3. k<0
Pas 4. Cat timp k <V|-1:
a) i<1
b) Daca muchia m, = (V',Vv") este nefolositd si

VeT, &V'¢T,) sau vV gT, &V"eT,), atunci m, se
adauga la T,, m, se considera folositd si k T, dupa care

se revine la inceputul pasului 4. In caz contrar i T sl se
repeta pas 4.b.
Implementare

Input: Graful G: matricea de adiacenta a; lista de muchii v; arborele
partial de cost minim arb, tabloul ¢ de stare a nodurilor (se foloseste
pentru a modela starea muchiilor).

Output: Un arbore partial de cost minim a G, in tabloul arb.

int sort ()
{ ..// functia de sortare a listei de muchii 2

int readdata()
{ ..// functa de citire a datelor initiale %}

int printv()
{ .. // functia de tipar a reyultatelor}

int makeedgelist()
{ ..// functia pentru crearea listei de muchii 2

int main(int argc, char *argv[1])
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{ int j,i;
readdata();
makeedgelist();
sort();
for (i=1;i<=n;i++) c[il=0;
cCv[11.vil=clv[11.vjl=1; k=1;
arbC11=vL[1];
while(k<n=1) // cat arboreal nu e construit
{ i=1;
while (cCvLil.vil+ cCvLil.vijl !'= 1 ) i++;
// se gaseste cea mai scurta muchie care poate fi adaugata
k++; arblCkl=v[il; // se adauga muchia
cCvlLil.vjl=cCvlil.vil=1; // se modifica starea nodurilor
muchiei adaugate
X
printv();
return 0;
X
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Exercitii

1. Determinati arborii partiali de cost minim pentru grafurile din
imaginile 8.3 A, 8.3 B.

2. Elaborati un program pentru determinarea tuturor carcaselor
unui graf G =(V, E), |V| <20

3. Elaborati un program pentru determinarea arborelui partial de

cost minim a unui graf G =(V, E), |V| < 20. (folositi algoritmul
Kruskal).

4. Elaborati un program pentru determinarea arborelui partial de

cost minim a unui graf G =(V, E), |V| <20. (folositi algoritmul

Prim).
5. Estimati complexitatea temporala a algoritmului Kruskal.
6. Estimati complexitatea temporala a algoritmului Prim.

7. Estimati complexitatea temporala a algoritmului de generare a
tuturor carcaselor unui graf G =(V,E).
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in acest capitol:

= Numarul ciclomatic al grafului

= Multimea fundamentala de cicluri

= Determinarea multimii fundamentale de cicluri

= Taieturi in graf

= Problema Euler

= Ciclul eulerian

= Teorema de existenta a ciclului (lantului) eulerian

= Algoritmi pentru construirea ciclului (lanfului) eulerian

9.1 Numarul ciclomatic si multimea fundamentala de cicluri

Fie dat graful G =(V,E) cu n varfuri, m muchii si p componente

conexe.

Valoarea p(G)=n—p stabileste numarul total de muchii, in
fiecare din arborii partiali ai grafului G pe toate componentele de
conexitate ale acestuia. in particular, daca graful este conex, numarul
de muchii in oricare arbore partial va fi egal cu n—1.

Valoarea V(G)=m-n+p=m—p(G)se numeste numdrul
ciclomatic al grafului G. Valoarea p(G)se numeste numar cociclomatic.
Caracteristica ciclomatica a grafului stabileste numarul maximal de
cicluri independente8, care pot fi construite concomitent pe graf.

Astfel, daca se construieste un arbore partial T al grafului, apoi
se formeaza cicluri prin adaugarea a cate o muchie a grafului, care nu
apartine arborelui 7, in final se va obtine o multime de cicluri

C.,C,,....,C ), independente intre ele. De remarcat ca ciclul C; se

¥ Cicluri independente — daci contin cel putin cite o muchie, care apartine
doar unuia din ele
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formeaza prin addugarea unei muchii (v;,V,) la lantul care uneste
varfurile Vi,V in arborele 7.

Fie dat un arbore partial 7. Multimea de cicluri ale grafului G,
fiecare dintre care este format prin adidugarea la 7' a unei muchii din
G/T formeaza multimea ciclurilor fundamentale, asociate arborelui 7.
Oricare doua dintre ciclurile fundamentale sunt independente intre ele
si orice alt ciclu, care nu face parte din multimea ciclurilor
fundamentale poate fi reprezentat ca o combinatie liniara a acestora.

Exemplu. Fie dat graful G=(V,E)si unul din arborii lui

partiali — 7' (desenul 9.1).

Desenul 9.1 Graful G (a), un arbore partial T (b), ciclurile fundamentale (c)

Pentru graful G: n=6,m=9, p=1. Numairul  ciclomatic
V(G) =9-6+1=4. Ciclurile fundamentale sunt: C,,C,,C,,C,

De mentionat ca ciclurile fundamentale se modificd in
dependenta de arborele partial construit (desenul 9.2)

Desenul 9.2 modificarea multimii de cicluri fundamentale a grafului din exemplul
precedent la selectia unui alt arbore partial.
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9.2 Taieturi

Def. Daca varfurile unui graf neorientat G =(V, E) sunt separate in
doud multimi V,si Vo (V, <V, Vo=V/V,), atunci multimea de
muchii, cu proprietatea ca o extremitate apartine V;si cealalta

apartine Vo se numeste tdieturd C(VO) a grafului G

C(,) = {(v',v”) "V eV, V' evo}

Arborele partial G, = (V,E/C(V,)) va fi format din cel putin doua

componente conexe.

Exemplu: daca din graful cercetat in exemplul precedent vor fi excluse
muchiile (2,3) (3,4) (3,5) se vor obtine doua componente conexe, generate
de multimile de varfuri {1,2,4,5} si {3,6}. Excluderea muchiilor (1,2) (1,5)
(2,4) (3,4) (2,3) (3,5) va genera trei componente conexe {1,4} {2,5} {3,6}
(figura 9.3).

Des. 9.3 . Taieturi in graf.

Fie S o multime de muchii din G, lichidarea carora genereaza

un subgraf bazic G, =(V, E —S) neconvex.
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Def. Multimea S se numeste o tdieturd regulatd a grafului G daca
nu exista nici o submultime S'c S astfel incat G, =(V,E-S)

sa fie de asemenea neconvex.
Este evident ca o taietura regulata divizeaza graful in exact doua
componente convexe, una dintre care are in calitate de varfuri

elementele multimii V, si cealaltd — elementele multimii Vo.

In exemplul precedent, taietura determinata de muchiile (2,3)
(3,4) (3,5) in figura 9.3 (b) este o taietura regulata, iar cea determinata
de muchiile (1,2) (1,5) (2,4) (3,4) (2,3) (3,5) — nu.

Pe un graf orientat taietura este definita in mod similar:

Def. Daca varfurile unui graf orientat G =(V,E)sunt separate in
doud multimi V,si Vo (V, <V, Vo=V /V,), atunci multimea de
arce (U,v) , cu proprietatea cd UeV,si VeVo sau veV,si

UeVo se numeste tdieturd C(V,) a grafului G

C(,) :{(u,v):u eV,,V eVo}U{(u,v):u eVo,V eVO}

La fel ca si pentru cicluri, pentru taieturi se defineste multimea
fundamentalad asociatd unui arbore partial 7.

Taieturi fundamentale, asociate arborelui partial 7" se va numi o
multime din n—1 taieturi, fiecare continand exact o muchie distincta a
arborelui 7.

Urmatoarea teorema stabileste legatura intre multimea
fundamentala de cicluri si multimea fundamentala de taieturi asociate
unui arbore 7.

Teorema. Daca T este un arbore partial al grafului c atunci taietura
fundamentald determinata de muchia e, din 7 este formata din muchia
g, s1 din acele muchii ale grafului G, care nu apartin 7, dar prin

adaugare la T genereaza cicluri fundamentale, care contin ¢, .
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Oom

9.3 Cicluri Euler

Problema podurilor din Konigsberg

Oragul german Konigsberg (acum Kaliningrad) este traversat de
raul Pregel. Zonele oragului, situate pe ambele maluri ale raului dar si
pe doud insule erau unite prin sapte poduri, dupa schema din desenul
9.4. In anul 1736 locuitorii orasului i-au trimis celebrului matematician
Euler o scrisoare, rugandu-l sa rezolve urmatoarea problema: poate fi
gasit un traseu, care pornind dintr-un punct dat, sa parcurga toate cele
sapte poduri cate o singuri data si sa revina in punctul de pornire?

Des. 9.4 Schema amplasarii podurilor in Konigsberg si graful asociat.

Euler a demonstrat imposibilitatea existentei unui asemenea
traseu, iar demonstratia a pus inceputul teoriei grafurilor.

Cicluri Euler

Def. Fie G=(V,E) un graf neorientat. Ciclu eulerian se numeste

ciclul care trece pe fiecare muchie a grafului G o singura data.
Lant eulerian se numeste lantul, care trece exact cate o data pe
fiecare muchie a grafului.
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a

b c

Des. 9.5 Graf fara ciclu si lant eulerian (a), cu ciclu eulerian (b), cu lant eulerian (c).

In procesul cercetarii problemei despre podurile din Konigsberg a

fost formulatd urméatoarea teorema:

Teorema 1. Un graf conex, neorientat G contine un ciclu (lant) eulerian
atunci si numai atunci cand numarul varfurilor de grad impar este 0 (0
sau 2 — pentru lant).

o (ciclu)

Necesitate. Orice ciclu eulerian intra in varf pe o muchie si paraseste
varful pe alta. Rezulta ca puterea tuturor varfurilor trebuie sa fie para,
daca graful G contine un ciclu eulerian.

Suficientd. Fie G un graf conex neorientat, toate varfurile lui avand
puteri pare. Demonstratia va fi realizata prin constructie. Ciclul incepe

din un varf arbitrar V,si continud pe muchii neparcurse, consecutive,

pana la revenirea in varful initial. Daca au fost folosite toate muchiile —
STOP — ciclul eulerian ciutat a fost construit. In caz contrar - fie F —
ciclul recent construit (dupa constructia lui au ramas muchii nefolosite).

G este conex, prin urmare, I trece prin un varf v,, care apartine unei

muchii neincluse in F. Daca din G va fi exclus ciclul F, puterile tuturor

varfurilor vor ramane pare. Incepand cu V; se construieste un alt ciclu

F', pe muchiile rimase in G. Daca la constructia ciclului F' au fost
consumate toate muchiile din G, procesul se opreste. Ciclul eulerian

incepe in V,, continui pe F pani la v,, urmeaza integral F', revine in

V, sl continud pe F pana la v,. Dacd insa au mai ramas varfuri
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nefolosite in G, se considera F <—FUF’ , apoi se identifica un varf v,

care apartine ciclului F' , dar si unei muchii, care ramane in G dupa
excluderea F. Urmeazi identificarea unui alt ciclu F', care incepe in
V; si parcurge doar muchil inca neutilizate. Procesul se repeta pana la
epuizarea setului de muchii din G, ceea ce echivaleaza cu constructia

unuli ciclu eulerian.

Teorema 2. Un graf conex, orientat G contine un ciclu (lant cu
inceputul in p si sfargitul in q) eulerian atunci i numai atunci cand:

i W eV,

rr (Vi)‘ = ‘F’ (Vi)‘ - pentru ciclul eulerian

)] =[ @)l o () = [T (p)]+1

- pentru lantul eulerian.

(11) vv, eV,v, #p,q

I (9) =|r(a)|-1

Om

9.4 Algoritmul de constructie a ciclului eulerian

Input. Graful G =(V,E) dat prin matricea de adiacenta a.

Output: Lista ordonata de parcurgere a varfurilor L pentru obtinerea

lantului eulerian

Pas0. L=Y

Pas 1. Este selectat un varf arbitrar v,. L <—V,. varful curent v <.

Pas 2. Din varful v se parcurge o muchie, care nu divizeaza graful in
componente conexe separate. Fie aceasta (V,V'). Muchia (v,V')
se exclude din G. L<«V' v« V

Pas 3. Cat timp in G mai exista muchii se revine la pasul 2.
Pas 4. Se afiseaza lista L.
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Implementare (cazul lanfului Euler)

Input. Graful G =(V,E) dat prin matricea de adiacenta a.

Output: Lista ordonata de parcurgere a varfurilor S pentru obtinerea
lantului eulerian
Structuri de date auxiliare: transa - matricea de adiacenta a grafului
curent 1ant - ciclul de crestere curent, 4 - marcajele varfurilor la
crearea ciiclului

int readdata()
{ .. // subprogramul de citire a datelor initiale din fisier 2}

int printC int m)
{ .. // subprogramul de afisare a lantului curent 2}

int verif()
// subprogramul de verificare daca graful este unul eulerian

// se stabilesc Sivarfurile intre care se va construi Llantul
{ int i,j, k;
for (i=1;i<=n;i++)
{ k=0;
for (j=1;j<=n; j++)

if (aliJCj1 !=0 ) k++;

if (k%2==1 && s1==0) s1=1i; else

if (k%2==1 && s1 !=0 && t==0) t=i; else

if (k%2==1 && s1 !=0 && t!=0) return 0;

X
if (s1==0 && t==0 ) {s1=1; t=2; return 1;2}
if (s1 '= 0 && t==0 ) {return 0;2
return 1;

X

int Lan () // subprogramul de constructie a primului lant
{ int i, x;

for (i=1;i<=n;i++) dL[il.st=0;

dls1].st=1; x=s1;
do
{ for(i=1;i<=n;i++)

if(alxJLil !'=0 && dLil.st==0)
{ dCil.st=1; dLil.sursa=x;2}
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dlxJ].st=2;

k=1; while (dLCkl.st !=1) k++;

x=k ;

} while (x!'=t);

L=1; k=1;

sClI=Llantlkl=t;

while (x !'=s1)

{ x=d[xJ.sursa;
L++; k++;
sClI=LlantlCkl=x;

X

return 1;
X

int grad(int x)
// subprogram pentru determinarea gradului varfului in graf
{ int s=0,1;
for (i=1;i<=n; i++)
if (transalx]JLil!'=0) s++;
return s;
X

int exclude _cic()
// subprogram pentru excluderea ciclului curent din graf
{ int i;
transals[1]11CsCl]1]=transalsCl11CsC111=0;
for (i=1;i<l;i++)
transals[iJlCsCi+11]1= transalsCi+1]11Cs[i11=0;
return 1;

int exist(
// verificare a existentei varfurilor pentru addugare
{ int i;

for (i=1;i<=n;i++) if (grad(i)>0) return i;

return 0;

int idinsert(int x) // subprogram pentru inserarea ciclului
curent in Llant
{ dint i,j, news[???];

for (i=1;i<=x; i++) newsl[il=s[il; i--;

for (j=1;j<=k; j++) newsli+jl=lantlCjl;j--;

for (i=x+1;i1<=Ll;i++) news[i+jl=sl[il;
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L+=k;
for (i=1;i<=Ll;i++) sLil=newsl[il;
return 1;

int primul ()
// determinarea primului varf de crestere a lantului
{ int i;
for (i=1;i<=Ll;i++)
if (grad(sCil)>0) {pr=i; return sCil;>}
return 0;

int ciclu () // determinarea ciclului de crestere a lantului
{ int 1, x;
s1=primul () ;
for (i=1;i<=n;i++) if (transals11Cil > 0) {t=i; break;2
for (i=1;i<=n;i++) dL[il.st=0;
dCs1l.st=1; x=s1;
transals1]lltl=transaltll[s11=0;
do
{ for(i=1;i<=n;it++)
if(transalxJ[il '=0 && d[il.st==0)
{ dCil.st=1; dLil.sursa=x;2}
dCxl.st=2;
k=1; while (d[CkJ.st !=1) k++;
x=k;
} while (x!'=t);
k=1; Llantlkl=t;
while (x '=s1)

{
x=d[xJ.sursa;
k++; LlantlCkl=x;
X
return 1;

>

int main()
{ readdata();
if (verif()==0) {printf ("/n Graful nu este eulerian /n ");
return 0;2
Lan();
do { exclude_cic();
if (exist()!=0)
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{ ciclu@®;
insert(pr);
print(l);

X
} while (exist()>0);
return 0;

>

d)7.6-7-1-4-7-8-6-4-3-5-6-3 e)L: 6-7-1-2-3-1-4-7-8-6-4-3-5-6-3

Des. 9.6 llustrarea rezultatelor generate de program. Lantul initial 6-3 (a). Cicluri
de crestere 6-4-3-5-6 (b), 6-7-8-6 (c), 7-1-4-7 (d), 1-2-3-1 (e).
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Exercitii

1. Elaborati un program pentru determinarea multimii

fundamentale de cicluri in baza unei tuturor carcase a unui graf

G=(V,E), V|<20

2. Elaborati un program pentru verificarea prezentei unui ciclu
Euler intr-un graf G =(V, E), |\/| <20

3. Elaborati un program pentru verificarea prezentei unui lant
Euler intr-un graf G =(V, E), [\/| <20
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Capitolul 10. Cicluri hamiltoniene

in acest capitol:

= Ciclul si lantul hamiltonian

= Algoritmi exacti pentru determinarea ciclului (lanfului) hamiltonian
= Complexitatea algoritmilor pentru determinarea ciclului hamiltonian
= Problema comisului voiajor

10.1 Cicluri si lanturi hamiltoniene

Mai multe procese industriale presupun prelucrarea unui
numar de produse cu ajutorul unei singure instalatii. Timpul total si
cheltuielile depind doar de numarul operatiilor de calibrare (ajustare,
curatare etc.) a instalatieil intre prelucrarea a oricare doua produse

Pi, P;.- Mal mult, exista perechi de produse, prelucrarea consecutiva a

carora permite functionarea continua a instalatiei, fara calibrare. Prin
urmare atat timpul total de prelucrare, cat si cheltuielile pot fi
minimizate prin selectarea unei consecutivitati de prelucrare a
produselor care va necesita un numar minim (sau nul) de operatii de
calibrare.

Daca produsele prelucrate p;, p,,..., p, formeaza varfurile unui
graf, iar perechile de produse ,compatibile” (p;, p;) - muchiile lui,

atunci determinarea unui ciclu care trece exact cate o singura data prin
fiecare varf al grafului este echivalentd cu determinarea unei
consecutivitati de prelucrare a produselor care nu necesitd nici o
operatie de calibrare. Problema raméane aceeasi, indiferent de faptul
daca graful este unul orientat sau nu.

Ciclul, care trece exact cate o data prin fiecare varf al grafului se
numeste ciclu hamiltonian.
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Exista cateva formulari ale problemei, in dependenta de tipurile
de grafuri si restrictii. In continuare vor fi cercetate doui probleme
distincte:

a. Este dat un graf (ne)orientat . Se cere sa se determine unul

sau toate ciclurile hamiltoniene, daca acestea exista

b. Este dat un graf complet cu muchii ponderate (ponderea

muchiei (i,j) — ¢ ;). Se cere sa se determine un ciclu

(lant) hamiltonian de cost minim.

Spre deosebire de cazul ciclului eulerian, pentru ciclul
hamiltonian nu exista un criteriu exact de determinare a existentei
acestuia intr-un graf arbitrar. Totusi, exista cateva teoreme, care pot
stabili prezenta ciclului hamiltonian in anumite grafuri:

Teorema Dirac
n
Fie G=(V,E) un graf neorientat cu Nn>2 varfuri. Daca d(v) ZE

pentru orice varf v din graf, atunci graful este hamiltonian.

Om

Teorema Ore

Fie G=(V,E) un graf neorientat cu n>2 varfuri. Daci suma gradelor
oricaror doua varfuri neadiacente din graf
du)+d(v)=n, Yu,veV: §I(u,v) € E, atunci graful este hamiltonian.

Om

Teorema Bondy-Chvatal

Notatii: Fie G=(V,E) un graf neorientat cu n varfuri. Se numeste
inchidere a grafului G graful G’, obtinut prin adiugarea a cate o

muchie (u,v) pentru fiecare pereche de varfuri u,v neadiacente in G,

cu proprietatea ¢& d(U)+d(v)>n. Inchiderea grafului G se noteazi si
cl(G).
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Teorema

Fie G=(V,E) un graf neorientat. G este hamiltonian daci si

numai dacid cl(G) este un graf hamiltonian

Oom

10.2 Algoritmul pentru determinarea ciclurilor (lanturilor)
hamiltoniene

Pentru problema determinarii ciclurilor (lanturilor) hamiltoniene

nu exista algoritmi eficienti de complexitate polinomiala. Problema este

una din clasa NP [11, p. 378]. Prin urmare, o abordare admisibila

devine

un algoritm recursiv, bazat pe tehnica reluarii. Initial,

algoritmul propus de Roberts si Flores [6, p. 249] presupunea abordarea

iterativa:

Pseudocod (Roberts-Flores)

Pas 1.

Pas 2.

Pas 3.

Se formeaza tabloul M =[m, ;]de dimensiuni (kxn), in care
elementul m, ; este cel de al i—ulea varf (fie v ), pentru care in
G=(V,E) exista arcul (V i ,Vq) . Numiérul de linii in matrice va

fi determinat de cel mai mare semigrad de iesire a varfurilor

din G S — multimea varfurilor incluse in solutie, in ordinea
parcurgerii lor. S « {&}

Se alege un varf arbitrar (fie v, ), de la care incepe constructia
ciclului (lantului). Se include in S« SUv, v<«v,.

Se alege primul varf nefolosit din coloana v . Fie acesta Vv; Se

incearca adaugarea acestuia la S . Exista doua cazuri, cand un
varf nu poate fi addugat la mul-timea S:

In coloana v nu exista varfuri nefolosite

. Numarul de elemente in S este n. Secventa de varfuri din S

formeaza un lant hamiltonian. In acest caz, daca existd un arc
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Pas 4.

Pas 5.

(muchie) de la ultimul element din S la primul — a fost
identificat un ciclu hamiltonian. In caz contrar existd doar
lantul hamiltonian.

In cazurile (a),(b) se trece la pasul 5, altfel S« S UVJ- 1 V<V,

Se repeta pasul 3 pana la aparitia uneia din situatiile descrise
in 3(a) sau 3(b)

Fie S=(V,V,,V1,V,). S« S—{v }. Dacd S={T}, v<«v,
apoi se trece la pasul 3, altfel STOP — toate secventele posibile
au fost cercetate.

Implementare (recursiv)

Urmatorul  program  permite  determinarea  lanturilor

hamiltoniene. Matricea de adiacenta este stocata in tabloul a, solutiile

se formeaza in tabloul s. Programul permite urmarirea dinamicii

constructiel lanturilor hamiltoniene. Tehnica de implementare -

reluare.

#include <conio.h>
#include <stdio.h>

int al301C301, mC[301C301, sC301, n,i,j,k,ne;
FILE *f;

int readdata()

{ int

i,i7

f=fopen("dataham.in", "r'");
fscanf(f, "%d", &n);

for

(i=1;i<=n;i++)

for (j=1; j<=n; j++)
fscanf(f, "%d", &alLilLjl );

fclose(f);

return O;

>

int make_mQ)

{ int

i,3.k;

for (i=1;i<=n;i++)

{ k=0;

for

(3=1;3<=n;j++)
if C alilCjl != 0)
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{ k++;
mCkILil=j;

>
>

int print_sCint q)
{ int i3

printf("\n");

for (i=1; i<=q; i++) printf("%Zd ", sl[il);

getch();

return O;
}
int exist (int a,int pos)
{ int i,k=0;
for (i=1;i<=pos;it+)

if (sCil == a) k=1;

return k;
X
int hamilton(int element, int index)
{ int i,j;

if (exist (element, index-1)) return 0;

sCindex]=element;

if (index==n) { printf("\n solutie "); print_s(Cindex);
index--; return 0;2}

else { index++;

i=1;
do
{ hamilton(mCjlLelement], index); j++;
while (mLCjlLelementl !'=0);

index--;
X
return O;

>

int main()

{ readdata();
make _mQ) ;
hamilton(1,1);
return 0;
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Exemplu

57 CAMinGWStudio\Templ... (2=0|o (=0 s

4

Matricea M pentru graful din imagine
este

10.3 Problema comisului voiajor

Problema determinarii ciclului (lantului) hamiltonian de cost
minim pe un graf complet, ponderat, mai este cunoscuta si ca problema
comisului voiajor.

O abordare directa a problemei comisului voiajor prin constructia
arborelui de solutii si selectarea celui mai putin costisitor ciclu
hamiltonian este evidenta. Totusi, se observa o legatura intre problema
comisului voiajor si problema arborelui partial de cost minim, cercetata
anterior. Daca arborele de cost minim formeaza un lant, atunci aceasta
este si un lant hamiltonian, iar daca suplimentar, in graful initial mai
existd si muchia care uneste varfurile terminale ale lantului — acesta se
transformd iIn ciclu hamiltonian. Prin urmare, pentru a rezolva
problema comisului voiajor este suficient sa se determine arborele
partial de cost minim cu proprietatea ca N—2 varfuri ale arborelui au
gradul doi, iar doua — gradul 1.

Se va incerca abordarea euristica a rezolvarii problemei
comisului voiajor

Exista doua probleme pentru detrminarea celui mai scurt lant
hamiltonian, formulate separat:
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e Problema (a) Cel mai scurt lant hamiltonian. Sa se determine o
carcasd T =(V,E;) a grafului K, astfel incat gradele tuturor
varfurilor din T sa nu depaseasca 2.

e Problema (b) Cel mai scurt lant hamiltonian cu varfuri

terminale fixe. Fiind date doua varfuri V, si V, ale grafului K|
si se determine o carcasd T =(V,E;) a grafului astfel incat

gradele varfurilor v, si V, In T sa fie 1, iar gradele tuturor

celorlalte varfuridin T - 2.

Teorema 1 Fie C =], ;] matricea costurilor grafului initial K, si w-

o valoare suficient de mare (care depaseste lungimea oricarui lant
hamiltonian). Atunci rezolvarea problemei (a) cu matricea costurilor

C'=[c/;] unde

!

Ci1=Cj; +W
C,,=C+W

J YV, # VLV,
C,j=Ch;tW
Cip=Cj,tW
C;j=C;+t2w VVv,,v, =V,V,
C.’. =G VVI,VJ ¢V1,V2

este 1n acelasi timp si rezolvarea problemei (b) pentru matricea initiala
a costurilor pentru varfurile terminale V, si V,.

Om

Teorema 2 Dacd matricea costurilor C =[C J-] unui graf se transforma

in matricea C'=[c{;] astfel incat ¢, =c¢ ;+p@)+p(j) 1,j=L..,n

unde P(K) este un vector de valori numerice constante, atunci

lungimile relative ale tuturor lanturilor hamiltoniene nu se modifica.
Om
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Algoritmul de aplicare a amenzilor

Algoritmul presupune transformarea ponderilor muchiilor
grafului initial astfel incat arborii partiali in forma de lant sa devina
prioritari in procesul de construire a arborelui de cost minim.

Va fi cercetata problema constructiei lantului hamiltonian de

cost minim intre doua varfuri date Vv, si V,.

Fie dat graful complet K, 6 =(V,E), cu matricea costurilor
C=[c;], si varfurile v;,v, €V intre care urmeaza sa fie construit

lantul hamiltonian de cost minim.

Pas 1. Matricea costurilor se modifica conform formulelor date de
teorema mentionata anterior.

Pas 2. Se determini un arbore partial de cost minim T =(V,E;). Daca
acesta este un lant hamiltonian — STOP - problema a fost
rezolvata. in caz contrar se trece la pasul 3

Pas 3. Tuturor varfurilor v, din T cu grade ce depasesc 2 1i se aplica
amenzi, conform formulei: p(v;)=2z(d; —2).

Pas 4. Se recalculeaza matricea costurilor conform formulei:

¢ ;=¢;+p@)+p(j) 1,j=1..,n,apoise revine la pasul 2.

Fiind un algoritm euristic, solutia obtinuta nu intotdeauna este
una optima.
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Exercitii

1. Elaborati un program pentru determinarea ciclului hamiltonian
(sau a lipsei acestuia) intr-un graf G =(V, E), |V| <20

2. Elaborati un program pentru rezolvarea problemei comisului

voiajor pe un graf complet K, N <20. (folositi tehnica
reluarii)

3. Elaborati un program pentru rezolvarea problemei comisului

voiajor pe un graf complet K, N <20. (folositi algoritmul de

aplicare a amenzilor)
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Capitolul 11. Fluxuri in retea

in acest capitol

= Notjune de retea pe graf. Elemente ale fluxului

= Teorema despre taietura minima.
= Algoritmul Ford-Fulkerson

=  Fluxul maxim pentru surse si destinatii multiple

=  Fluxul maxim pe grafuri bipartite
= Aplicatji ale problemei de flux maxim

11.1 Preliminarii

Problema fluxului maxim, la fel
ca multe alte probleme formulate pe
grafuri, isi are radacinile in economia
moderna, mai exact in optimizarea
economica. Mai recente sunt aplicatiile
in domeniul retelelor si fluxurilor
informationale. Daca este cercetata o
retea de transportare a unui material
din un punct in care acesta este produs
(sursa) intr-un punct de depozitare sau

Des. 11.1.
Retea de transport cu sursa in varful
1 si stocul — in véarful 10.

prelucrare (stoc) prin canale de transport cu anumite capacitati,

inevitabil apare problema determinarii capacitatii de transportare a

materialului de la sursa catre stoc pentru toata reteaua. Materialul si

canalele de transport pot avea cea mai diversa natura: produse

petroliere si conducte; piese si transportoare; pachete de date si canale

informationale, etc.

Pe grafuri problema se formuleaza astfel: Este dat un graf

orientat G=(V,E), cu ponderi anexate arcelor: pentru arcul (i, )

ponderea este C ;. Pentru doud varfuri date S,teV se cere sa se
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determine fluxul maxim care poate fi deplasat din s(sursd) in t
(stoc).(Des. 11.1)

11.2.Algoritm

Descriere generala

Algoritmul se bazeaza pe determinarea iterativa a unor drumuri
de crestere a fluxului si acumularea acestora intr-un flux total, pana la
aparitia in retea a unei taieturi?, care separa sursa de stoc.

Se cerceteaza graful G=(V,E) cu capacitatile arcurilor ¢,

sursa s si stocul t (S,t eV ). Pe arcuri se definesc marcajele € ., care

N
vor indica valoarea curentd a fluxului de-a lungul arcului (i, J). Pentru

marcajele arcurilor se va respecta urmatoarea conditie:

WV, =S

z €~ Z B =1~W V=t
viel(v;) veel 1 (v;) 0v #s.t
i )

Cu alte cuvinte: sursa s produce un flux de marime w. Pentru
orice varf intermediar fluxul de intrare este egal cu fluxul de iesire. In
stocul ¢ intrd un flux de marime w.

Problema fluxului maxim se reduce la determinarea unui w:

W= > g,= Y. €, —> Mmax

vijel*(s) veel™ (t)
Legatura intre fluxul maxim gi taietura minima in graf este data
de urmatoarea teorema:
Teoremai: Intr-un graf orientat G =(V, E) valoarea w a fluxului maxim
din s in ¢ este egald cu méarimea taieturii minime (V,, »>V,), care

separa s de ¢.

% Taietura in graf — un set de muchii (arcuri), lichidarea cdrora divide graful in doua
componente conexe.
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Taietura (V, »>V,) separda s de ¢ daca seV,,teV,. Marimea

taieturii este suma ponderilor arcurilor din G =(V,E), cu inceputul in

V, si sfarsitul in V,, sau W(V0 —>VO) = z C

(vi Vi )e(VO —>VO)

ij
Taietura minima (V,, >V, ) este taietura pentru care

W(Vm —>Vm)= min > ¢,|Om
(Vo>¥o) (vi.v;)e(Vo—Vo)
Notatii:

Pentru implementarea algoritmului vor fi folosite atat marcaje
pentru arcurt cat si marcaje pentru varfurile grafului. Marcajul unui
varf v este format din trei componente: precedent, flux, stare, care au
semnificatia:

precedent — varful care il precede pe v in drumul de crestere
curent

flux — marimea fluxului, care ajunge in varful v pe drumul de
crestere curent

stare — starea curenta a varfului v (varful poate fi in una din trei
stari: necercetat [marcaj nul, valoarea - 0], atins[vecin al unui varf
cercetat, valoarea - 1], cercetat[toti vecinii — atinsi, valoarea - 2]).

Vecinii varfului x
e I"(X): V'cV:VzeV' A(x,2) € E (multimea varfurilor
in care se poate ajunge direct din varful x).
e I"'(X): V' cV:VzeV ,3(z,x) € E (multimea varfurilor

din care se poate ajunge direct in varful x).
Pseudocod

Pas 0 Marcajele arcurilor se initializeaza cu 0.
Pas 1 Marcajele varfurilor se initializeaza: precedent <— 0, stare < 0,
flux < 0. Marcajele muchiilor se pdstreaza.

112|Page



Pas 2 Initializarea sursei s.

Marcajul sursei s : (+s, +o, 1)1 Se considera V, <—S.
Pas 3 Cercetarea varfului atins v,.
a. Pentru toate varfurile necercetate v; eI""(v;):¢ ; <C; se
aplicd marcajul (+V;,A,1), unde A=min(A, ¢ ; —€;);
b. Pentru toate varfurile necercetate v; eI'"(V;):e;; >0se aplica
marcajul (—Vi,A,l), unde A= min(AVl ,e”).
c. Varful v, este marcat cercetat. (Componenta stare primeste

valoarea 2)
Pas 4
a. Daca varful ¢ este atins, se trece la pasul 5;(drumul curent de
crestere a fost construit), altfel:
b. daca exista varfuri atinse, dar ¢ inca nu este atins, este

selectat un varf atins v, si se revine la pasul 3, altfel:

¢. fluxul maxim a fost obtinut. SFARSIT!!.

Pas 5 Cresterea fluxului. Modificarea marcajelor pe arcuri.
a. Seconsidera V<—t; A, =A,

b. Daca varful v are marcajul de forma (+Z,A,*) valoarea
fluxului de-a lungul arcului (z, v) este majorata cu A_:
e, <¢e,+tA,,
altfel, daca varful v are marcajul de tip (—Z,A,*) valoarea
fluxului de-a lungul arcului (v, 2) este micgorata cu A_:
e, <€,—A;

c. V<«—z.Daca v#s, serevine la pasul 5.b, altfel la pas 1.

9 precedent — se considerd tot nodul sursa s, valoarea fluxului in s se consider infinitd, s se
considera atins.

1 Nu mai existd o crestere a fluxului, care ar ajunge la destinatia (stocul) t. Cresterea
precedenta a fluxului a determinat tdietura minima, care separa s de t.
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Exemplu

Graful 11.1. Sursa - varful 1, stocul — varful 10.

ITERATIA 1
initializare sursa 1: 1-(1, o,1 )
cercetare 1 2-(1,30,1); 3-(1,30,1); 1-(1,©,2 )
cercetare 2 5-(2,30,1); 2-(1,30,2)
cercetare 3 4-(3,10,1); 9(3,10,1) 3-(1,30,2)
cercetare 4 7-(4,10,1) ; 4-(3,10,2)
cercetare 5 8-(5,25,1); 5-(2,30,2)
cercetare 7 10 -(7,10,1) ; 7-(4,10,2) N
In stoc se ajunge cu un flux de
nod 12 3 4 5 6 7 8 9 10 valoare 10. Marcajele arcurilor,
precedent 1 1 1 3 2 0 4 5 3 7 £ 5 d 1d
I rmeaz rumu
flux © 30 30 10 30 0 10 25 10 10 care 1o eaza . €
stare 2 2 2 2 2 0 2 1 1 1 crestere a fluxului (7,10) (4,7)
(3,4) (1,3) se modifica.
ITERATIA 2
initializare sursa 1: 1-(1, o,1 )
cercetare 1 : 2-(1,30,1); 3-(1,20,1); 1-(1,0,2 )
cercetare 2 5-(2,30,1); 2-(1,30,2)
cercetare 3 9(3,10,1) 3-(1,20,2)
cercetare 5 4-(5,10,1); 8-(5,25,1); 5-(2,30,2)
cercetare 4 7-(4,8,1); 4-(5,10,2)
cercetare 7 : 10 -(7,8,1); 7-(4,8,2) In stoc se ajunge cu o crestere a
nod 1 2 3 4 56 7 8 9 10 fluxului de valoare 8. Marcajele
precedent 1 1 1 5 2 0 4 5 3 7 arcurilor, care formeaza drumul
flux o 30 20 10 30 0 8 25 10 8 de crestere(7,10)(4,7)(5,4)(2,5)
stare 2 2 2 2 2 0 2 1 1 1 e o
(1,2) se modifica.
ITERATIA 3
initializare sursa 1: 1-(1, o,1 )
cercetare 2-(1,22,1); 3-(1,20,1); 1-(1,0,2 )

cercetare

1
2
cercetare 3
cercetare 5
cercetare 4
8

cercetare

nod
precedent
flux
stare

N8 KRR

5-(2,22,1) ;
9(3,10,1)
4-(5,2,1); 8-(5,22,1)

2-(1,22,2)
3-(1,20,2)
; 5-(2,22,2)
4-(5,2,2)

6-(8,5,1) ;10 -(8,22,1); 8-(5,22,2)

3 4 5 6 7 8 9 10
115 2 8 0 5 3 8
22 20 222 5 02210 22
2 2 2 2 1 0 2 1 1

Cregterea fluxului: 22.

Marecajele arcurilor, care
formeazi drumul de crestere
(8,10) (5,8) (2,5) (1,2) se
modifica.
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ITERATIA 4

initializare sursa 1: 1-(1, o,1 )

cercetare 1 3-(1,20,1); 1-(1,©,2 )
cercetare 3 9(3,10,1) 3-(1,20,2)
cercetare 9 : 4-(9,5,1); 7-(9,10,1); 9-(3,10,2)
cercetare 4 2-(4,5,1); 5-(-4,5,1) 4-
(9,5,2)
cercetare 2 2-
(4,5,2) g :
corcetare 5 8-(5,3,1) 5 (- Cresterea fluxului: 7. Marcajele
4,5,2) arcurilor, care formeaza drumul
cercetare 7 10-(7,7,1) L de crestere (7,10) (9,7) (3,9) (1,3)
(9,10,2) cpe v
se modifica.
nod 1 3 4 5 6 7 8 9 10
precedent 1 1 9-4 0 9 5 3
flux o 520 5 5 010 3 10
stare 2 2 2 2 2 0 2 1 2
ITERATIA 5
initializare sursa 1: 1-(1, o,1 )
cercetare 1 3-(1,13,1); 1-(1,0,2 )
cercetare 3 9(3,3,1) 3-(1,13,2)
cercetare 9 4-(9,3,1); 7-(9,3,1); 9-(3,3,2)
cercetare 4 : 2-(4,3,1); 5-(-4,3,1) 4-(9,3,2)
cercetare 2 2-(4,3,2)
cercetare 5 8-(5,3,1) 5-(-4,3,2)
cercetare 7 7-(9,3,2) Cresterea fluxului: 3. Marcajele
cercetare 8 10-(8,3,1) 8-(5,3,2) . .
arcurilor, care formeaza drumul
nod 1 3 45 6 7 8 9 10 de crestere (8,10) (5,8) (5,4) (9,4)
dent 1 1 9-4 8 9 5 3 g e
preceden (3,9) (1,3) se modifica. Se
flux © 313 3 3 3 3 3 3 o .
stare 2 2 2 2 2 1 2 2 2 1 observa micgorarea fluxului pe

arcul (5,4) cu compensarea pe
arcurile (3,9)(9,4).
Tot odata poate fi observata si

taietura, formata de
flux(5,8)(7,10). Prin urmare
fluxul maxim intre nodurile 1 si
10 are valoarea 50. Urmatoarea
iteratie nu va mai realiza o

crestere a fluxului.
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Implementare algoritm

Urmatorul fragment de cod realizeazd o varianta
demonstrationala a algoritmului pentru determinarea fluxului maxim
in retea. Reteaua din N varfuri este descrisa prin matricea de adiacenta
A[NxN], marcajele arcurilor (fluxul generat) se pastreaza in tabloul

E [NxN], marcajele varfurilor — in tabloul VERT [N].

#include <conio.h>
#include <stdio.h>

int al301C301, eC301C301,i,j,n,s,t, delta, big=0;
struct vertex{int flux; int sursa; int stare;} vert[30];
FILE *f;

int readdata()
{ int i,j;
f=fopen("flux.in", "r");
fscanf(f, "%d", &n);
fscanf(f, "%d %d", &s, &t);
for(i=1;i<=n;i++)
for(j=1;j<=n;j++)
{fscanf(f, "%d", &al[ilL[jl1); big+=alilljl;2
fclose(f);
return 0;
X

int init_vert()
{ int i;
for (i=1;i<=n;i++)
{vert[il.flux=big; vertlLil.sursa=vertlLil.stare=0;2}
vertCsl.stare=1; vertlsl.sursa=+s;
return 0;

int activ()

{ int 1i;
for (i=1;i<=n;i++)
if (vertlLil.stare ==1) return i;
return 0;
X
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int fluxtotal ()

{ int i,ft=0;
for (i=1;i<=n;i++) ft+=elsl[il;
return ft;

X

int abs(int x)
{ if (x<0) return x*-1; else return x;
X

int flux()
{ int x,i,d,q;
// miscarea inainte, constructie lant

do
{ x=activ();
//dupa G+
for (i=1;i<=n;i++)
if (vertlLil.stare==0 && alx1L[il>0 && elx1Cil<alx1LCil)
{ d=alx]Cil-eCx1LCil;
if ( d<vert[xJ.flux) vert[il.flux=d;
else vertLil.flux=vertl[xl.flux;
vertLil.stare=1; vertLil.sursa=+x;
};
// dupa G-
for (i=1;i<=n;i++)
if (vertlLil.stare==0 && el[ilL[x1>0)
{ d=elilLCxJ1;
if (d<vert[x].flux) vert[il.flux=d;
else vertLil.flux=vertl[xl.flux;
vertLil.stare=1; vert[il.sursa=-x;
X
vertLx].stare=2;
b

while (vert[Ctl.stare !'=1 && activ() !'=0 );
// miscarea inapoi, extinderea fluxului

delta=0;
if (vertltl.stare==1)
{ x=t;
delta=vertLtl.flux;
do

{ g=abs(vertlxl.sursa);
if (vertlxl.sursa>0) elqllxl=elqlCxl+delta;
if (vert[xl.sursa<0) elx]JCgl=elxJ[qgl-delta;
x=q;
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>
while (x!=s);

int main()
{ readdata();

do

{ init_vert();

flux();

} while (delta !'=0);
printf("\n%d", fluxtotal());
return 0;

>

11.3 Flux maxim cu surse si stocuri multiple

Fie dat un graf G=(V,E) cu multiple surse (n,) si stocuri
(n,). Se presupune ca fluxul poate fi directionat de la orice sursa la orice

stoc. Problema determinarii unui flux de marime maxima de la toate
sursele la toate stocurile se reduce la problema clasica a fluxului maxim
prin adaugarea unei surse virtuale si a unui stoc virtual, conectate prin
arce la celelalte surse (respectiv stocuri)(desenul 11.2).

\

@\

C(-‘n‘vﬂ) @

o O

e(s,5)

dv,1;
catll
- %

c(s,si)zzk:c(si,vj) ot t) = c(v;.t;)

j=1

Des. 11.2 Adaugarea sursei si stocului virtual

Pentru fiecare arc (s,S;) ponderea acestuia, S,SI ZC(SI, J) se

calculeaza ca fiind suma ponderilor arcelor cu originea in ;.
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]
Pentru fiecare arc (t,t) ponderea acestuia, C(ti,t)ZZC(Vj,ti) se
-1

calculeaza ca fiind suma ponderilor arcelor cu varful in t;.

11.4 Flux maxim pe grafuri bipartite

Algoritmul pentru determinarea fluxului maxim poate fi utilizat
eficient si pentru rezolvarea altor probleme pe anumite clase de grafuri.
Astfel, problema cuplajului maxim pe grafuri bipartite se rezolva
eficient prin adaugarea unei surse virtuale la o parte a grafului si a
unui stoc virtual la cealalta parte.

Fie G=(V,E) bipartit: V=V'UV", VNV"=Tsi
ve=(Uu,v)eE ueV',veV"sau veV',ueV", neorientat, neponderat.

Transformare graf

Pas 1. Se adauga doua varfuri s, ¢t — initial izolate. V =V U{S,t}.

Pas 2. Toate muchiile se transform in arce, orientate de la V'catre V"
Pas 3.
a) Pentru fiecare varf veV’' se formeaza arcul o ponderea

r(v)

b) Pentru fiecare varf ueV" se formeazi arcul (U,t), ponderea

caruia este C,, =

caruia este C,, = ‘F_ (u)‘

Pas 4. Pe graful astfel format se lanseaza algoritmul determinarii
fluxului maxim din s in t.

Pas 5 Rezultat:
Arcele de forma s e=(UVv)eE ueV'veV" sau
veV',ueV" incluse in fluxul maxim vor forma cuplajul maxim

pe muchiile grafului initial G.
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11.5 Flux maxim pe grafuri cu capacitati restrictionate ale
varfurilor si muchiilor
Mai multe probleme, rezolvarea carora implica utilizarea

algoritmilor de flux maxim contin restrictii (caracteristici) asociate nu

doar arcurilor grafului (C; ;), dar si varfurilor acestuia (Z;).
Fie graful G=(,E) cu ponderile arcelor
Ci (i=1..n;j=1..n) si capacitatile varfurilor Z; (j=1..,n)

Restrictia impusa de capacitatile varfurilor determina valoarea fluxului

n
total € ; (i=1..,Nn), laintrare in varful v, ca Zei,J’ <z; (j=1..,n)
i1

Pe graful G=(V,E) se cere determinarea unui flux maxim de la

varful s la varful ¢.

Rezolvarea presupune transformarea grafului initial G=(V,E),
intr-un alt graf G, =(V,,E,), care va contine doar restrictii la
capacitatile arcelor. Pe graful G, =(V,,E,)se va aplica un algoritm

clasic pentru determinarea fluxului maxim, care va genera si solutia
problemei initiale.

Modelul de transformare este urmatorul: fiecare varf v, al
grafului initial este inlocuit cu o pereche de varfuri Vj*,vj’ sl un arc

(VJT,VJ-_) care le uneste. Capacitatea arcului este egalda cu capacitatea

varfului v, :c(vj*,vj‘)z Z;. (desen 11.3)

Des. 11.3 Transformarea varfurilor grafului G.

Arcele (Vi,vj)din graful initial se transforma in G, in arce

(Vi,VJ-*) cu aceeasi capacitate. La fel se transforma arcele care isi au
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originea in varful v (Vj,vi) trec 1n (VT V). Exemplu transformare,

it
desenul 11.4:

AR

Des. 11.4 Transformarea grafului G

Dupa transformarile efectuate fluxul maxim pe graful G, va

corespunde fluxului maxim pe graful G . Este important de mentionat,

ca in cazul cand taietura determinata de fluxul maxim pe G, nu contine

nici unul din arcele formate la transformarea grafului G, restrictiile de

capacitate ale varfurilor nu sunt semnificative.
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Exercitii

1. Elaborati un program pentru separarea multimii de varfuri a
unei retele de transport in doua componente distincte: multimea

de surse si multimea de stocuri.

2. Elaborati un program pentru determinarea fluxului maxim pe
grafuri cu surse si destinatii multiple.

3. Elaborati un program pentru transformarea grafului cu restrictii
aplicate pe varfuri intr-un graf cu restrictii aplicate pe muchii.

4. Elaborati un program pentru determinarea fluxului maxim pe
grafuri cu restrictii aplicate pe varfuri.
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Capitolul 12. Cuplaje

in acest capitol

= Notjune de cuplaj, cuplaj maxim

= Grafuri asociate

= | egatura intre problema cuplajului maxim si @ mulfimii maximal
independente

= Algoritmi pentru determinarea tuturor cuplajelor maxime

= Complexitatea algoritmului pentru determinarea tuturor cuplajelor maxime

12.1 Cuplaje

Intr-un graf neorientat G=(V,E) multimea de muchii M se
numeste cuplaj daci oricare doua muchii din M nu an varfuri comune.
Cuplajul M se numeste maxim, dacdi Ve'eE—M, in multimea
M u{e}existd muchia e":ene"=V;V eV . La fel ca s1 multimile
independente maxime, cuplajele maxime pot fi formate din multimi cu

numar diferit de elemente (varfuri — pentru multimile maximal
independente, muchii — pentru cuplaje), desen 12.1.

Des. 12.1 Cuplaje maxime in graful (a). Cuplaj maxim pe patru muchii (1,4) (2,3)
(5,8) (6,7) (b); cuplaj maxim pe trei muchii (1,5) (2,3) (6,8) (c)

Pentru un graf arbitrar pot fi formulate mai multe probleme,
pentru rezolvarea carora este necesara determinarea unui cuplaj cu

123|Page



proprietati prestabilite. De exemplu problema cuplajului maxim pe
anumite categorii de grafuri se rezolva eficient (de exemplu pe grafurile
bipartite, unde poate fi redusa la problema fluxului maxim). De
asemenea este cunoscut algoritmul maghiar pentru determinarea
cuplajului maxim intr-un graf arbitrar [6, p.396].

In continuare va fi cercetata problema generala de generare a
tuturor cuplajelor unui graf neorientat arbitrar G = (V, E)

Problema va fi rezolvata prin reducerea in timp patratic la o alta
problema pe grafuri, rezolvarea careia este deja cunoscuta — problema
multimii maximal independente, mai exact — problema generdarii tuturor
multimilor maximal independente.

12.2 Graf asociat

Fie graful neorientat G=(V,E) E={e,,....e,}. Se va construi
graful G,=(V,,E,), unde Vi={e,...ey} iar
EA:{(ei,ej):Hu eV,uce &U eej} :

Exemplu: fie graful G=(V,E) din figura 12.2.a. Fiecare muchie din se

transforma intr-un varf al grafuluiG, = (V,, E,) din desenul 12.2.b

a b
Des. 12.2 Graful initial (a) si asociat (b).
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Oricare doud varfuri (ei,ej)din G,=(,,E,) sunt conectate prin

muchie, daca in graful initial exista un varf comun U al muchiilor €, & -

Teorema: fiecirui cuplaj maxim in graful G=(V,E) ii corespunde o
multime maximal independentd in G, =(V,,E,) si invers: fiecirei
multimi maximal independente in G, =(V,,E,) ii corespunde un cupla]
maxim in G=(V,E).

O

Direct. Rezultd direct din proprietatile G, =(V,,E,) Oricare doui
muchii G=(V,E) care nu au varf comun nu sunt adiacente in
G, =(V4,E,) . Prin urmare, muchiilor din cuplajul maxim in G =(V, E)
le corespunde o multime independentd in G, =(V,,E,). Aceasta este si
maxim independentd, altfel in G=(V,E) ar exista cel putin inca o
muchie, care ar putea fi adaugata in cuplaj, pastrand proprietatile
acestuia.

Invers. Fie MAZ{G;,...GL:} o multime maxim independenta in

G,=(V, E,)) . Atunci in G=(V,E) exista cuplajul {61\,...8,'1}. Daci el

k,...eﬁ} U{e*} - cuplaj. In acest caz varfurile

nu este unul maxim, 3€ " : {e
u,v, care formeaza muchia e*, nu sunt adiacente varfurilor din
multimea independentd M ,. In consecinti {ei, ...e,'i} Ue" este o multime

maxim independenta, ceea ce contrazice presupunerile initiale. m

12.3 Functia de generare a grafului asociat

Din cele expuse anterior rezulta ca problema determinarii

tuturor cuplajelor maxime pe G =(V,E) este echivalentd cu problema

determindrii tuturor multimilor maxim independente pe G, =(V,,E,) .
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Pentru a rezolva problema este necesar, mai intdl sa se

construiasca graful asociat G, =(V,,E,) .

Algoritm:
Pas 1. Se creeaza lista muchiilor din G=(V,E). L={e,,..&,} .

Pas 2. Se creeaza tabloul bidimensional E’— matricea de adiacenta a
grafului G,.

Pas 3. Pentru totiidela 1la m-1.
Pentru totij de la i+1 lam

Daciin G=(V,E) eNe; =J;(e.e €E),

177

atunci E/; < Ej; «-1 altfel E/; < E]; <~ 0

Implementare

Intrare: graful G=(V,E), descris in tabloul bidimensional a.
Iesire: matricea de adiacentd a grafului G, =(V,,E,). Matricea de

adiacenta este localizata in tabloul bidimensional b.

int asociat ()
{ int i,j;
// modelare Llista muchii
for (i=1;i<=n;i++)
for (j=1+i; j<=n; j++)
if (aCilCjl!'=0 ){m++; Llistlml.v1=i;listlml.v2=j;2}
// modelare matrice adiacenta
for (i=1;i<=m;i++)
for (j=1+i; j<=m; j++)
if (ListCil.vi==listLjl.v1 ||
ListCil.v1==LlistLjl.v2 || listCil.v2==LlistCjl.v1
|| ListCil.v2==LlistCjl.v2 ) bLilC[jl=bCjICil=1;

12.4 Generarea tuturor cuplajelor maxime
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Problema este rezolvata direct prin aplicarea consecutiva a doi
algoritmi descrisi anterior. Mai iIntai se formeaza graful asociat

G, =(V4,E,), apoi pentru acesta este aplicat algoritmul de generare a
multimilor maxim independente. La generarea fiecarei solutii varfurile
care o formeazia in G,=(V,,E,) sunt transformate in muchiile

corespunzatoare din G =(V,E).

Exemplu: prototip program pentru generarea tuturor -cuplajelor
maxime

Intrare: graful G=(V,E).

Iesire: toate cuplajele maxime ale grafului G=(V,E).

#include <conio.h>

#include <stdio.h>

struct edge{int v1; int v2;} Llist[4001];

int al201C20]1,b[4001C4001, L2011, sC201, m=0,i,j,n, k;
FILE *f;

int asociat ()
{ int i,j;
for (i=1;i<=n;i++)
for (j=1+1i; j<=n; j++)
if (aCilCjl!'=0 ){m++; LlistCml.v1=i;listlml.v2=j;2}
for (i=1;i<=m;i++)
for (j=1+i; j<=m; j++)
if (listLil.v1==listLjl.v1 || listCil.v1==Llist[jl.v2
|| tistCil.v2==LlistCjl.v1 || LlistCLil.v2==Llistl[jl.v2
) bLilCLjl=bLj1Cil=1;

int fillcCint *x, int z, int num)
{ int i;
for (i=1;i<=num;i++) x[il=z;
return O;

int print()
{ int i;
printf("\n");
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for (i=1;i<=m;i++)
if (sCil==1) printf("(%d %d)", LlistCil.v1, LlistLil.v2);
printf("\n");

int mind(int *s, int *q)
{ int i,j,k=0,r, restl201];
for (i=1;i<=m;i++) if(qLil!=0) k=1;
if (k==0) {print(O ;>
else { j=m;
while (s[jl==0 && j>=1) j--;
r=j+1;
for (i=r;i<=m;i++)
if (qLil==1){ fillc(rest,0,m);
sCil=1; qlLil=0;
for (j=1;j<=m;j++)
if (bCilCjl !'= 0 && qLjl==1)
{glj1=0; restl[jl1=1;2
mind (s,q);
s[il=0;qlil1=1;
for (j=1;j<=m;j++)
if(rest[jl==1) qljl=1;

return 0;

int main()
{
f=fopen("data.in", "r");
fscanf(f, "%d", &n);
for (i=1;i<=n;i++)
for (j=1;j<=n;j++)

fscanf (f "%d" S
’ 7 [ cAMinGWtudio\Templat.. xS

&alilljl);

fclose(f); 2>¢3 55¢4 6>
asociat(); 2>¢4 5>
fillc(s,0,m); 5X¢2 3>¢4 6>
fillc(Cqg,1,m); 53¢2 4)
mind(s,q); 22¢4 5
return 0; 4¢3 53
X
Terminated with return code 0
Press any key to continue ...
Rezultate:
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Pentru graful din desenul 12.2 (a) se obtin cuplajele:

Exercitii

T NS

3

6 6 10 6//10
\ S
\ A A
7'-4——8 7 8
A B
Des. 12.3

1. Determinati cuplajele maxime de putere maximala in grafurile

de pe desenul 12.3 A, 12.3 B.

2. Determinati cuplajele maxime de putere minimald in grafurile

de pe desenul 12.3 A, 12.3 B

3. Elaborati un program pentru generarea tuturor cuplajelor fara
constructia grafului asociat. G = (V, E), |V| <20

4. Elaborati un program pentru determinarea cuplajului cu un
numar minim de muchii. G:(V,E),|V|S20

5. Elaborati un program pentru determinarea cuplajului cu un
numar maxim de muchii. G =(V, E), |V| <20
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Abrevieri si notatii

\Y4 - disjunctia (operatia logicd SAU [OR])
A - conjunctia (operatia logica SI [AND] )
— - negatia (operatia logica NU [NOT])
A=B - din A rezulta B.

A=B - A este echivalent cu B

Xe X,X¢ X -xapartine X (x nu apartine X)

{X eX: Q} - submultimea elementelor x din X, care satisfac conditia @
AcB - A se contine in B (A4 este submultime a multimii B)

(X) - multimea tuturor submultimilor multimii X

|X | - cardinalul multimii X

a,..,a, - secventa din n elemente

(a,b) - pereche ordonati

AxB - produs cartezian al multimilor A si B; multimea tuturor

perechilor posibile (a,b):aeAbeB

a<b - valoarea elementului b este atribuita elementului a.

i T - valoarea elementului | este incrementati cu 1.

il - valoarea elementului i este decrementatd cu 1.

azhb - valorile elementelor asi b sunt interschimbate
(a<—b)Aa(b<«a)
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