Principiul dualitatii in algebra logicii

Ion COJOCARU, Luca SERBANATI, Bujor PAVALOIU, Alexandru RADOVICI, Andrei VASILOTEANU
Universitatea POLITEHNICA Bucuresti, Spl. Independentei 313, RO 77206, Bucuresti

i_coj@yahoo.fr

Abstract. The problem of easy testable digital circuits’ design, which appeared in the 60s of the last century, being in the
permanent focus of the digital circuits’ producers, has not found its adequate solution yet. Complexity of the problem, the
insufficient results of design for testability (DFT) for general case and the lack of traditional methods of logical synthesis
justify the search of non-traditional solutions in the field of interaction between different scientific directions. The
fundament of new design for testing concept is represented by the logical gates couples. Properties of in- and out- signals
of these gates couples allow a non-traditional and extremely efficient approach to DFT problem.

Index Terms — logical algebra, logical gates, logical synthesis, testability, duality

I. INTRODUCERE
Materialele conferintelor §i simpozioanelor

internationale in domeniul testdrii si proiectdrii pentru
testabilitate, dar si lista celor mai valoroase publicatii ale
acestora sunt o dovada in plus, cd o solutie adecvata, care
sa raspunda atat a cerintelor actuale de proiectare pentru
testabilitate (PPT), cat si performantelor tehnologiilor
moderne de fabricare a circuitelor integrate, continua sa
mai fie cautata.

O structura digitald, ca obiect de sintezd, constituie o
reprezentare grafica a conexiunilor de intrare si iesire si a
diverselor tipuri de porti logice, interconectate intr-un
mod specific obtinerii la iesire a unei anumite functii
logice (FL), necesare unei documentatii suficient de
comprehensibilda atdt pentru proiectanti, cit si pentru
ingineri. Totusi, pe parcursul majoritatii etapelor de
sintezd proiectantii foloseste notiunea de functie logica
sau functie de comutatie. O functie logica este o functie,
care, la fel ca si variabilele sale, poate primi doar 2 valori
binare din multimea B{0, 1}:
f(xh X2y oo o Xichy Xiy Xjt[pe + xn) 5 (1)
Cea mai utilizata, dar §i cea mai adecvata interpretare a
variabilelor binare este cea logicd: "nu”- "da” sau "false”
(F) - "adevarat” (A). Algebra, formata din multimea B {0,
1} impreund cu toate operatiile posibile 1n aceasta
multime, se numeste algebra logicii (AL). Multimea
tuturor functiilor logice care depind de 2 variabile se
noteazd de obicei prin P,, iar multimea tuturor FL care
depind de n variabile se noteaza de obicei prin P, (n).
Este evident, ca

Py(n) 2 P>, )
In continuare vom considera doar functii logice din P,.
Orice FL poate fi datd de o tabeld, in partea stingd a
cdreia sunt enumerati toti cei 2" vectori stimuli binari cu
lungimea n, iar in partea dreaptd — valorile respective ale
functiei. De obicei, vectorii variabilelor de intrare sunt
aranjati In ordine lexicograficd (crescdtoare), cea ce
faciliteaza studierea anumitor proprietati ale functiei date.
Pentru orice ordonare fixa a 2" vectori ai variabilelor de
intrare FL de n variabile este in intregime determinata de
vectorul-coloand cu 2" valori. De aceea numiarul |P; ()]
al diferitor functii de »n variabile este egal cu numarul
diferitor vectori binari de lungimea 2", adica

P2 ()] =27, (3)
1
Astfel, exista 2% =4 FL cu o variabili are (tabela 1).
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Tabela 1. Functii logice de o variabila

X f, f) f, f3
0 0 0 1 1
1 0 1 0 1

Aceste functii sunt triviale si nu prezinta interes.

2. ANALIZA DUALITATII CUPLURILOR DE
FUNCTII LOGICE
2.1. Semnificatiile notiunilor de dual si de dualitate

Dualitatea reprezintd o proprietate caracteristica
anumitor procese, legi, notiuni, structuri si a. m. d., care
are doi poli opozabili (contradictorii, opusi,
complementari). Drept cupluri cu caracter dual pot servi:
plus si minus, 1 logic si 0 logic, bine i rau, activ si pasiv,
lumind §i intuneric, intuitie (neconstientizatd) si logica
(constientizatd), adevar si falsitate, logica pozitiva (LP) si
logica negativa (LN) si a. m. d. Principiul de dualitate sta
la baza dezvoltarii a tot ce este viu in univers, deoarece
acesta este bazat pe ,,Legea unitatii si luptei contrariilor”.
Lumea materiald isi conserva dualitatea, deoarece este
construitd din elemente de naturd polara (duald).

In cazul general, cuvantul dualitate face referinti la
notiunea de doi. In particular, aceasta este utilizatd in mai
multe materii: Tn matematicad dualitatea este o notiune care
are numeroase semnificatii — (DEX Francez).

Dual — raportul a doud proprietdti, elemente, obiecte,
fiinte de naturd opusa, care, de obicei, alcatuiesc un
cuplu, o pereche (— DEX al limbii romdne).

Dualitate: — calitatea, caracterul a ceea ce este dublu
sau prezintd o natura dubla; - coexistenta a doud principii
sau a doud elemente diferite, opuse; - ansamblu format din
douad elemente diferite, opuse (— DEX al limbii romdne).

In filozofia anticd chinezd inci de la inceputurile
gandirii filozofice au apdrut elemente strans legate de
Univers si de viatd, cele doud principii antagoniste-
complementare — Yin si Yang, nascandu-se din notiunea
arhaicd de unitate originara. Yin, principiul de naturd
feminina, analogul intunericului, paméantului, lunii,
recelui, umedului, completeazd masculinul, Yang,
analogul luminii, cerului, soarelui, caldurii, a uscatului. In
gandirea filozoficd chineza orice lucru sau fiinta, cu
exceptia pamantului (Yin pur) si a cerului (Yang pur), este
alcatuit din Yin si Yang, in diferite proportii. De
asemenea, se considera ca insdsi ordinea si echilibrul
Universului sunt mentinute de echilibrul dintre aceste



doud principii antagonist-complementare. Alternanta
dintre acestea sau interactiunea lor au ca rezultat, in
conceptul filozofiei antice chineze, transformarile
continue ale Universului si ale vietii ("I Ching" — ,, Cartea
schimbarilor”, filosofia chineza antica: I-ul mileniu i. e.
n. ).

Dualitatea are i semnificatiile de duplicitate, ambiguitate

— (DEX Francez).

Din aceste definitii rezultd cd notiunea de dualitate nu
are o definitie strictd, aceasta lasand loc atdt pentru
interpretdri adecvate, cat i pentru interpretdri mai putin
adecvate. Aceastd remarcd este importanta, deoarece
ipoteza dualitatii constituie punctul de pornire pentru
elaborarea diverselor modele duale ale obiectelor si
produselor in multe domenii importante ale stiintei si
tehnicii.

2.2. Notiunile de dual si de dualitate in literatura de
specialitate

Elaborarea unor modele adecvate ale cuplurilor de
functii logice duale necesitd utilizarea unor notiuni
adecvate. In literatura de specialitate pot fi gasite
numeroase definitii ale notiunilor de dual si de dualitate
sau in stransa legdtura cu acestea. Comentariile, unde este
cazul, sunt date cu text cursiv, iar lipsa acestora semnifica
acordul cu interpretarea data de autorul respectiv.

[1] (pag. 48-49) — ,.Distinctia dintre FL $I si SAU consta
doar in faptul carei valori fizice reale le corespund 1 si 0.
Reprezentarea in care 1 corespunde valorii fizice mai mari
se numeste logica pozitiva (LP), iar reprezentarea cu
corespondentd inversa se numeste logica negativa (LN). in
acest sens FL $7 si NU-SI din LP se dovedesc a fi FL SAU
si NU-SAU 1n LN. Acest fapt este determinat de dualitatea
logicii”.

Daca convenim sa notam

===

a 2 functii logice, atunci, in cazul dat, obtinem
urmatoarele expresii logice, care contrazic atdt estimarea
distinctiei intre FL SI si SAU, cat si «corespondenta» FL
S1 si NU-SI in logica pozitiva si in logica negativa:

(if)— (v )
(flfz): (f1 v fz)

[1] (pag. 55) — ,Datoritd identitatii structurilor cu doua
nivele SI-SAU si SI-NU/SI-NU circuitul cu doud nivele
SI-SAU poate fi modificat in circuit SI-NU/SI-NU. Acesta
este un exemplu de utilizare a dualitétii algebrei booleene
(AB), descrisa de expresia f + 7, = 7, . 7, -

Aceastd expresie reprezintd o identitate si nu o relatie de
dualitate intre partea stanga si partea dreapta a expresiei
logice. Relatia de dualitate intre partea stanga si partea
dreapta a expresiei logice, descrise mai sus, va fi
urmdtoarea:

(v — (hfa)

J1

Expresia logica (6) este identica cu expresia logica (35).
Totusi, relatiile logice (4), (5), si (6) se refera la

dualitatea FL, care au acelasi domeniu de definitie a

argumentelor logici, acesta ne fiind i cazul LP si LN.
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Continuarea dezvoltarii acestei idei legate de teoria
dualitatii va fi prezentatd mai jos.

[2] (pag. 63). ,In circuitele integrate (CI) mai des sunt
utilizati termenii de tensiune logicd (voltaj) si termenii de
nivele logice. Din LP si LN proiectantul va alege una
singurd, in dependenta de preferintele beneficiarului sau
comoditatii de proiectare. De exemplu, sd consideram
urmatoarea tabeld de adevar a unei FL, descrisa in
termenii voltajelor respective (tabela 2,a).

Tabela 2. FL 1n logica pozitiva si in logica negativa

Utilizand LP (H=1 si L=0) obtinem tabelul 2,b. Acesta
reprezintd tabela de adevar a portii logice SI-NU.

Pe de alta parte, utilizarea LN (H=0 si L=1) conduce la
tabela 2,c. Aceasta reprezintd tabela de adevar a portii
logice SAU-NU.

Sa notam, ca convertirea portilor logice de la LP la
cea negativa si viceversa conduce in mod fundamental la
obtinerea functiei duale”.

Acesta este un exemplu foarte important pentru
intelegerea notiunii de dual. Particularitatea exemplului
consta in faptul, ca o functie logica este reprezentatd in
LP, iar cealaltd - in LN. In realitate, insd, circuitele logice
si calculatoarele sunt proiectate §i functioneazd intr-o
singurd logicd — pozitiva sau negativa. In SUA si Europa
mai frecvent este utilizata logica pozitiva, pe cand in
Japonia — logica negativa.

A doua particularitate a acestui exemplu extraordinar i-1
constituie faptul, ca in tabelul 2,c deja a fost efectuata
,,dualizarea”, adicd inversarea argumentelor. Anume
aceasta si conduce la afirmatia cd

(n )ip — (AV B) 1y

[2] (pag. 63 - 64). ,,Semnalele logice active (H=1 in LP
si L= 0 iIn LN) sunt acelea care realizeaza functiile
necesare. Un semnal este considerat afectat, daca acesta
este activ. Un semnal logic este dezafectat atunci cand
acesta nu este activ”.

Valorile duale active implica dualitatea argumentilor.
[2] (pag. 65). — ,Notam, ca expresia duald unei functii
booleene se obtine prin schimbarea 1 cu 0 i 0 cu 1, daca
acestea apar 1n ecuatie, si inlocuirea semnului - al FL SI cu
semnul Vv al FL SAU si a semnului v al FL SAU cu
semnul - al FL SI”.
Aceste reguli sunt valabile doar in cazul algebrei
booleene (AB), inlocuirile 1 cu 0 i 0 cu 1 constituind
“dualizarea” argumentelor FL.
[3]. (pag. 99). — ,,Este imposibil de stabilit, prin observatie
directd asupra intrdrilor si iesirilor unei porti logice
NAND, daca structura interna a acesteia cuprinde o poarta
AND urmata de un inversor (AND-NOT), niste inversoare
urmate de o poartd OR (functia NOT-OR), sau este
implementatd direct cu CMOS (functia NAND), intrucat
toate circuitele NAND realizeaza exact aceeasi FL, desi




simbolul utilizat nu afecteazd 1n nici un fel functia
realizatd de un circuit”.

Nu este specificat domeniul de valabilitate — algebra

logicii (AL) sau doar algebra booleana (AB).
[3]. (pag. 99).- ,,Metateorema — o teorema despre teoreme.
Principiul dualitatii: Orice teoremd sau identitate din
algebra de comutatie isi pastreaza valabilitatea dacd se
inlocuiesc reciproc, peste tot, semnele 0 si 1 si semnele
operatiilor - i VvV 7.

Nu este specificat domeniul de valabilitate — AL sau
AB. Metateorema este valabila doar in algebra booleand.
[3]- (pag. 200 - 201). — ,,Definitia formald a dualei unei
expresii logice. Daca F(Xj, Xy,..., Xp, V, *, ") (simbolul
operatiei de inversare-complementare), atunci duala
expresiei F, notati F°, este aceiasi expresie in care s-au
inlocuit reciproc operatorii V, - :

F(X, Xa, ooy X V., -, ) =F(X1, Xa, o, Xy o, VL)

Nu este specificat domeniul de valabilitate — AL sau
AB. Identitatea este valabila doar in algebra booleanda.
[3]. (pag. 201 - 202). — ,,Consideram o expresie logica
oarecare F(X;, X,..., X,) si, respectand conventia de LP
realizdim aceastd functie folosind inversoare pentru
operatia de negare, porti de tipul AND si de tipul OR.
Dupa aceasta, nu schimbam nimic in circuitul obtinut, insa
trecem de la LP la LN, folosind FL duale respective.
Atunci circuitul se va schimba in mod corespunzator, dar,
in mod surprinzitor, pentru toate combinatiile posibile de
semnale de intrare (High si Low), circuitul va genera
aceleasi tensiuni de iesire” (pentru ambele circuite,
elaborate unul in LN, si celalalt, in LN). ,,Dar, din punctul
de vedere al algebrei de comutatie, valoarea de iegire — 0
sau 1 — este opusa celei obtinute in LP”. Observatie
extraordinar de importantd a autorului cartii.
Interpretarea nu poate fi decdt una: FL efectuatd in LP
coincide cu FL efectuata in LN. Totodatd, nu trebuie de
uitat, ca nivelul activ (H) in LP este 1 logic, iar nivelul
activ (L) in LN este 0 logic.

Totusi, portile nu sunt echivalente, ci duale: dualitatea
este asiguratd de utilizarea a insagi logicilor duale.
Aceasta dualitate este o dualitate imaginarad. circuitele
digitale integrate §i calculatoarele functioneaza intr-o
singura logica — mai frecvent in cea pozitiva.

[4]. (pag. 60) —,,FL f(X,,...,X,) se numeste duala functiei

LH(x,enx) o, dacd fi(X), .. x,)=fo(X1,00,X0) .

Efectuand inversarea ambelor parti ale egalitatii si

inlocuind cu  Xi,...,Xn , obtinem

(X)5.00sX,)

L1 Fes X)) = (X1 iXn) = [ (X, 0nn, X, ) , adica

f, este duald functiei f,. Deci, relatia de dualitate intre

functii este simetricd. Din definitia dualitatii rezulta, ca
pentru orice functie functia duald se determind in mod
univoc”.

[4]. (pag. 60) — Principiul de dualitate in algebra logicii:
Daca in formula F, care reprezinta functia f, toate semnele
functiilor vor fi schimbate corespunzator cu semne ale
functiilor duale, atunci formula obtinutd F* va reprezenta
functia f*, duala functiei f.

[4]. (pag. 60) — Principiul de dualitate in algebra
booleana: are un caracter mai concret: daca in formula F,
care reprezintd functia f, vor fi schimbate toate
conjunctiile cu disjunctii, disjunctiile — cu conjunctii, 1 cu
0, 0 cu 1, atunci vom obtine formula F*, care reprezinta
functia £*, duala functiei f.

Aceasta deosebire a dualitatii in AL §i AB apare datorita
faptului, ca AB poate realiza o functie logica utilizand
doar operatiile logice SI, SAU, NU. Aceastd
particularitate conduce la dificultati de stabilire a relatiei
directe de dualitate intre o FL din AB (implicit
reprezentatd doar in LP) si unele FL din AL.

2. DUALITATEA FL iN ALGEBRA BOOLEANA SI
iN ALGEBRA LOGICII

Analiza dualitatii cuplurilor de FL duale a scos in
evidenta caracterul divers al acestei proprietati a cuplurilor
de FL in dependenta de logica de reprezentare a FL -
pozitiva sau negativa sau de algebra utilizata in acest scop
— AB sau AL. In literatura de specialitate se vorbeste
despre dualitate in modul general: practic lipsesc studiile
legate, de exemplu, de dualitatea iIn AB, sau in AL,
dualitatea a doud FL, reprezentate una in LP si, cealalta, in
LN. Acest studiu  are scopul sa faciliteze intelegerea mai
profunda a dualitatii si a importantei utilizdrii acesteia
pentru obtinerea unor produse cu proprietiti noi. Vom
utiliza tabela 3 si tabela 4 pentru reprezentarea FL in LP
si, respectiv, In LN si vom incerca sa stabilim existenta
relatiilor ipotetice de dualitate intre diverse cupluri de FL
(fig.1 si fig. 2). Pentru a facilita comprehensiunea acestui
proces tabelele 3 si 4 sunt ipotetic divizate in 2 parti cu o
linie verticala intre f; si fg, domeniul f, — f; fiind valabil in
AB, iar domeniul f, — f;5 — in AL. In cazul general, una
din FL ale cuplului dual are la intrari inversoare.

Pentru exemplificare in fig.1 si fig.2 sunt prezentate
procesele de obtinere a FL duale SI, respectiv, SAU.

]
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Tabela 4. Reprezentarea functiilor logice in logica negativa

1| Xe|fb | il | & & & f| f| & fo| fo fin fi2| fis] fiq fis
1 1 1] 1 11 1 1 11 1] 1 0, 0l0 0 0/ 0/ 0 O
11 0 1| 1 1 11 0, 0] 0] O 1] 1 1 1 0, 0] 0
0| 1 1711 0 1 11 0] 0 171, 0] 0 1] 1], 0] 0
O, 01, 0| 1 170/ 1,0 11 0 0,1, 0] 1,0
N NU-SI NU-

ﬂ» D Z,,=Xv

Fie ca pentru FL SI din fig. 1 (f; din tabela 3), data in
LP, trebuie sa stabilim FL duala. Cautam FL f; in tabela
4. Aceasta FL are valorile opuse - fi(1,1,1,0), dar este
reprezentatd Tn LN si nu poate fi comparatd cu FL f}, data
in LP, fiindcd domeniile de definitie a variabilelor de
intrare difera. Cautdm in tab.3 functia fi4(1,1,1,0) cu
acelasi vector al semnalelor de iesire. Deci, FL NU-SAU
(SI-NU) (fig. 1,d) este  duala FL f; SI. Ambele functii
ale cuplului apartin AL si au acelasi domeniu de definitie
a variabilelor de intrare. in AB pentru FL SI nu exista in
mod direct FL duala, de aceea FL dualda NU-SAU se va
obtine prin 2 operatii distincte: FL f; SAU va fi supusa
procesului de ,,dualizare” — variabilele de intrare ale FL
vor fi inversate. Deci, FL NOT-OR (1,d) va fi duala FL SI
in algebra booleana.

Duala FL SAU (fig. 2) in AL va fi calculatd prin
acelasi procedeu: gasim FL f; in tab. 3, trecem la f; 1n
tab.4 si gasim FL f; de tipul NU-SI (SAU-NU). in AB FL
NOT-AND va fi realizata utilizind doud operatii logice.

In cazul general, duala unei FL in AL se regaseste in
domeniul f, — fj5 al tab.1. De exemplu, pentru a afla duala
FL f; (SI), in tab. 1 gasim FL f;, (NU-SAU), adica
echivalenta acesteia SI-NU, evident dualda FL f; SI.

Y
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Duala unei FL in AB nu se regaseste in mod direct in
domeniul f—f;, de aceea pentru a o afla, gasim FL fy,
(NU-SAU), care este duala in AL. Functia cautatd in AB
va fi SAU (f;), ,,dualizarea” careia necesitd efectuarea
inversarii variabilelor de intrare ale acestora.

Rezultatele obtinute permit crearea unor cupluri de
porti cu proprietati mostenite de la ambele porti, cea ce
conduce la un nou concept de proiectare pentru
testabilitate.
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