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Abstract. Este propusa o metoda bazatd pe principiul de maxim Pontreaghin de determinare a

dirijarii optimale dupa frontierd si a proceselor ondulatorii optimale

in sistemele cu dirijare

optimala cu parametri distribuiti, dinamica cdarora este descrisa de ecuatii ondulatorii fara
pierderi sau cu parametri balansati. Dirijarea optimald se obtine pe frontiera in forma analitica

finita.

Cuvinte cheie:structuri oscilatorii neomogene,sisteme cu parametri distribuiti,

D-

transformata,L-transformata, principiul maximum Pontreaghin.

In lucrare principiul maxim Pontreaghin [1]
este aplicat pentru obtinerea dirijarii optimale
dupa frontiera si a proceselor ondolutorii optimale,
care au loc in sistemele de dirijare optimala cu
parametri distribuiti [2], dinamica carora este
descrisa de ecuatii ondulatorii fara disipatie, sau
cu parametri balansati.

Ideea de baza constd in trecerea prin aplicarea
transformatelor Laplace (integrald, discretd si
discretd modificatd) dupa timp de la sistema
initiala de ecuatii diferentiale in derivate partiale
la o sistema echivalenta de ecuatii in diferente[3].

Pentru ilustrarea metodei propuse se considera
un bloc oscilatoriu simplu cu parametri distribuiti
in timp, dinamica caruia este descrisd de
urmatoarea problema de frontiera:

—0w(x,t)/0x = k,OM (x,t)/ o,
—OM (x,t)/ Ox = k,0(x,t)/ Ot
unde 0<x</,t>0, k;, ky so. Il-lungimea
blocului, ki, k, - coeficienti reali ce depind de
proprietatile sistemului initial; @, M -parametri
generalizati.
Conditiile initiale:

(1)

(x,0)=M(x,0)=0, 0<x <. (2)
Conditiile de frontiera:
o(0,0) =U, (1), (l,t) = uM (1,1) 3)

L - 0 constanta arbitrara, ce determina caracterul
legaturii blocului cu sarcina, iar

U, (1) -dirijarea la frontiera.
Aplicind la problema (1)-(3)
integrald Laplace dupa timp obtinem:

transformata
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M(n,9)=U, (@) f (1,q)¢"* (Tp(t* - 0))(4)

@(.9)=U,, (@) f(1,9)0"* (T (L* - 0))(5)
unde

Fg) =[0""""" + o 1U,,(9),
T=21,7=p,y =k ky,n =0.5x/1,

O=(p-W)/(p+m),p=k'k,,q=pT
p-parametrul transformatei Laplace.

Toate rationamentele care urmeaza se
efectuiaza pentru procesul ondulatoriu

M (n,q). Pentru E)(n,q) procedura de

optimizare este analogica.
Aplicind la (4) transformata
modificatd Laplace, obtinem:

M (1,q¢) = f(g,£,7)(Tp(t* —6)), unde
f(g.€,m)=

Ulf*(q,1+g—77)+6?U1f*(q,g+77),0 <& <n(6)
f(g.€,m)=

00U, (g6 =M+ 06U, (q.6 +m).n S e <1-(7)
f(g.€,m)=

U, (q.6—n)+6U,, (g.e+n-1)1-n<e<I@8)
Trecand in (6)-(8) la originale [1],[5]-[8]

_0.50-2m)q

discreta

determinam ecuatiile in diferente
corespunzatoare problemei (1)-(3) fatd de
functia M[n,n,&] in forma:

Tp(M[n,n+1,&]-6M[n,n,&]) =
U nl+e—n]+60U [n,e+n],0<e<n()
Analogsipentru n<e<1-nl-n<e<l.



Uln,e] = (U1f[na1 +e—nl+ ‘9U1f [n,&+n])
Tp

-10) 4

M] [77’ n’ 8] = M[n’ n’ g]

in (9) obtinem

M [n,n+1,el=6M,[n,n,el+U[n,e]. (11)
Problema dirijarii optimale pentru sistema

considerata poate fi formulata astfel [4]:

De determinat asa o dirijare admisibila Uln,¢]
incat functionalul J= -
N

D AM [K]-M\[n,n,&])* + ULk —1,¢])*}

k=1

unde N-timpul fixat, Mgy-valoarea dorita a

procesului M(x,t) sa atingd maximumul sau.
Notand
My n,n,e]=

N

D AM (K]~ M\ [n,k, D)2+ U2[k ~1,6]13(12)
k=0
Mi[n,n+1,¢]=

OM,[n,n,e]+Uln,el= f[n,n,&], (13)
M,[n,n+Le]l=M,[n,n,e]+ (M [n+1,&]-(14)
oM [17,n,e]-Uln,e))* + (U[n,e])* = f,[n,n,€]
J=—M,[n,n,¢&] (15)
Atunci problema dirijarii optimale se formuleaza
astfel: De determinat asa o dirijare U[n,&]si asa o
traiectorie M[n,n,&] incat functionalul J sd atinga
maximum.
Aplicdm la problema (11)-(14) principiul discret
de maximum al lui L.Pontreaghin [4] in admiterea
ca-n momentul initial de timp sistemul se afla in
stare de repaos, adica punctual initial al sistemului
va fi {M,[n,0,0]1=0,M,[n,0,0]=0}.
Matricea linie a functionalului J este
C=(0 1), iar functia H(y,,w,M,,M,,U) =
Kk el v,k fuln kel (16)
Matricea ylk =1]=(y,[k];v,[k]) satisface
ecuatia wlk —1]=ylk]* F[k] , (17)
unde k=0,1,2,....N-1 si conditile 1initiale
w[-11=0,w[N-1]=C, iar matricea F(k) cu
liniile (0 0) si

(20(M ,[k+1]1-6M[n,k,e]-Ulk,e)) = al).
Din expresiile pentru w[k—1] si F(k) obtinem
vk —11=y,[k] si
v [k —11= 0y, [K]-20* a*y,[K] (18)
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pentru k=0,1,...,N+1.Din prima conditie si
conditiile de frontierd obtinem y,[k]=—1
pentru orice k.
Din diferentiabilitatea dupa U a functiei
H(y,M,U] pentru yv,,M,,M, fixate rezul

ta ca conditia de extremum a functiei H dupa
Ueste:

OH
@=Wl[k]—2(Md[k+1]—9M1[77,k,8]—
2U[k,e]=0

R Ulk,e]=05M [k +1,&]—
In rezultat k€] L d (19)

0.56M [n,k,e]1—-0.25y [ k]
Din (13), (18), (19) obtinem sistemul de
ecuatii in diferente pentru determinarea
traiectoriei optimale M [n,k,&] si a functiei
v, [k] care este echivalent sistemului:
vk +2]1- (6% +2) (30 [k +11+ (1 3y, [k] =
(2/3)06OM [k +2,e]1-M ,[k+3,¢]) = £k, €](20)
M, [n,k+1,&]-
(@/2)M ,[n,k,e]=0.5M ,[k +1,]-0.25y,[k].(21)

Solutia generald a ecuatiei (20) conform [4]:
k-1

vilkl= 3 filn el A" 2 = 4" A (A A) "™ (4, =

n=0

2’1 )) + A’f CIO + ﬂ“l;CZO b

unde 2, = (0> +2 V6" —86* +4)/(60) -

radacinele ecuatiei caracteristice, iar Cyo, Cyg
—careva constante determinate din conditiile

v [-=y, [N -1]=0.
Cy =4 (a _/wﬁ)/(ﬂ]zv _ﬁ“fv)a
Cy =—/12(0!—/11Nﬁ)/(ﬁ§ _/1{\/),

a=3 fimeRIN-1,8=3 flnelRn-1],

n=0

RIn,k]= (A" 2 = 27 ) 1 A = 45).

Atunci

v, [k]= kzl: filn,eR[n,k1+ A C,y + 5Cy,(22)
Din " 21) si (22)
determinam

M [n,k, g]i(e/ 2)*"Ulm—-1,&], unde
Ulk,&]= 0’75_3\@ [k+1,6]-0.25p,[k] (23)

Substituind (22) in (18) obtinem dirijarea
optimala aditionala



U,ulk,e]=Ulk,e]=(0/2)M|[n,k,e] (24)
Utilizand (24) si (12) determinam dirijarea
optimala U, [n,¢] aplicatd pe frontiera 7 =0pe

intervalul0 < e <p

U{'f’?’(n+g+77)=(U (n+e+n))/(1+0).

opt
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