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INTRODUCERE

De obicei, la determinarea eforturilor n
diferite constructii este folosit modelul liniar elastic
de comportare sub actiunea incarcarilor. Criteriul de
stare limitd a constructiei este dat de conditia ca cea
mai mare tensiune (normald, tangentiald sau
echivalentd) sa nu depaseasca rezistenta de calcul a
materialului. Tn baza acestor idei au fost elaborate
metodele traditionale de verificare sau dimensionare
a structurilor de rezistentd. Daca constructia este
alcatuitad din materiale ductile, aparitia tensiunilor
maxime in careva sectiuni nu intotdeauna conduc la
cedarea constructiei. Ca rezultat starea limitd a
constructiei va fi alta decdt cea consideratd in
calcul. Prin urmare, starea limita reald a constructei,
care corespunde epuizdrii capacitdfii portante este
alta, de obicei, mai mare. Starea limitd este atinsa
numai dupd ce careva parti ale constructiei
suprasolicitate vor trece 1in stare plastica de
comportare a materialului. Evident, cd nu se va lua
in seama epuizarea capacitatii portante provocata de
pierderea stabilititii locale, oscilatii cu amplitude
inadmisibile g.a. In cele mai multe cazuri de
estimare a capacitafii portante a structurii este
folosit modelul de comportare ideal-rigid-plastica,
asa numita diagrama lui Prandtl [1, 4].

In limitele acestui model se rezolva
problema determinarii incarcarii limitda a grinzii
infinite pe mediu elastic de tip Winkler.

1. GRINDA INFINITA PE MEDIU
ELASTIC DE TIP WINKLER

Se studiazd grinda de lungime mare,
solicitata de o sarcina locala, de exemplu, o forta
concentrata (fig. 1)

Ecuatia diferentiald a grinzii pe mediu
elastic de tip Winkler are forma [1, 4]

Elv"Y (x) +cv(x) = q(x), (1)

unde v(X) este deplasarea verticald a grinzii, C —
coeficientul de tasare (de pat), care depinde de tipul
terenului de fundare.

Din motivul ca grinda este infinita pentru
rezolvarea ecuatiei (1) poate fi folositdi metoda
transformarii integrale Fourier [2, 5]. Multiplicand
ecuatia (1) cu '“ («a - parametrul transformarii),
integrand pe parti si considerand ca functia v(x) si
derivatele sunt nule pentru X = +oo obtinem

()

V(x) = ,
(@) at +4x1°

_ /c
unde A =4 El

V(a)va(x)ei“de,

(@)

- @3)
q(@)= [a(x)edx.

Folosind formula de inversare a

transformarii Fourier, obtinem

v(x) = % jw (a)e " “da.

2. STARE LIMITA A GRINZILOR
SOLICITATE DE FORTE
CONCENTRATE

Pentru grinda solicitatd de o forta
concentrati F (fig. 1, a) q(x)=Fo(x),
J(a) =F, 8(x) — functia lui Dirac si solutia
problemei are forma

v(X) =

ﬁ e (cos Ax +sin A[x|).

Daci forta F se mareste treptat se va ajunge
la un moment cind in sectiunea X =0 a grinzii va
aparea o articulatie plastica (fig. 1, b) si
M(X)=M, =M, unde M, este momentul
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plastic al sectiunii. In grindd sub fortd apare prima
articulatie.

Solutia acestei probleme poate fi obtinuta
prin superpozitie, ca suma a doud solufii: prima
V(X) proveniti din forta F si a doua — V" (X),
provenita din saltul unghiului de rotire a sectiunii Tn
articulatie

vi(X) = %e‘“ (cosax—sin 2}, (5)

unde <¢9> este saltul unghiului de rotire al sectiunii

grinzii in articulatie * (fig. 1, b).

Solutia (5) poate fi obtinuta folosind metoda
transformarii integrale Fourier conform schemei
generalizate [3].

Din conditia M(0)+M"(0)=M,; obti-

nem relatia dintre saltul unghiului de rotire si
momentul plastic

2M
(0)=—"
AEI
a Fl
< )
b
< )
c
Figura 1. Scheme de calcul si diagrama

momentului de Tncovoiere

La cresterea fortei F momentul M; raméne
constant si egal cu momentul plastic al sectiunii.
Diagrama momentelor M (X) este prezentata in fig.

1, c. Sarcina va creste pana cand momentul M; va fi

! Aceasti solutie in [1] este gresitd. A.R. Rzhaniczy’n nu
foloseste notiunea de salt al unghiului de rotire. Solutia
din saltul concentrat al unghiului de rotire a fost folosita
de B.G. Korenev. Ea a fost obtinutd prin diferentierea
solutiei provenita dintr-o fortd concentrata. in [2] a fost
propusd o metoda generald de obtinere a solutiilor
discontinue.

egal cu momentul plastic al sectiunii. Coordonata S
in care va fi atinsa aceasta valoare se va determina
din conditia

M(@E)=M+M" =M, (6)

unde M este momentul provenit din forta F, iar M”
este  momentul provenit din My din  prima
articulatie. Aceste momente sunt egale

F_ix .
M (x) = 0t *(cos Ax —sin |x)) (7)
M™(x)=-M e (cos x +sin A} (8)

sau
M™(x) = —<¢9>/1—§|e“ (cosax+sin x|} (9)

Realizand conditia (6) obtinem pentru S
ecuatia transcendenta

e —cosAs =0,

cu radacina cea mai mica pozitivda AS, =1,293.

Substituind aceastd valoare in (6) se poate
determina valoarea fortei F in momentul aparitiei
articulatiei a doua

F =14,03M ,,,

care esential difera de valoarea F =9,74AM ,

obtinuta in [1].

In continuare se prezinti diagrama
momentelor de incovoiere raportate la My T grinda
infinita solicitatd de o fortd concentratd pana la
aparitia primei articulatii plastice (fig. 2, a) si dupa
aparitia articulatiei (fig. 2, b). Introducand notatia

V= ﬂl\'; relatia pentru M(x)/ M o capati forma

pl

M) _r» e (cosﬂx —sin 2|X|);
M, 4

Tn cazul aparitiei articulatiei plastice

M(x)_ e {cosix —~ (1— %)Si”/”)‘@'
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Diagramele au fost trasate pentru céteva
valori arbitrare ale parametrului y . Este necesar de

remarcat ca a doua articulatie plastica se formeaza
pentru valori ale parametrului » mai mari de 10.
a
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Figura 2. Diagrama momentului de Tncovoiere pana
la aparitia (a) si dupa aparitia primei articulatii (b).

Folosind relatiile de calcul obtinute anterior
s-a rezolvat problema grinzii infinite solicitata de
doua forte F amplasate la distante egale de originea
sistemului de coordonate (fig. 3, a). Prima faza
include calculul grinzii Tn domeniul elastic de
comportare. Momentele de Thcovoiere se vor obtine
ca suma solutiilor provenite din doua forte F care
actioneazd 1in punctele x==xa/2, respectiv.
Folosind relatia (7) si principiul superpozitiei putem
scrie

M (x) = % e_l‘x%‘ (Cos ﬂ(x + %)— sin /1|x + %|)+

+ %e“g (cos A(x—2)—sin Ax— )

Faza urmatoare este caracterizata prin
aparitia simultand a doud articulatii plastice in
sectiunile x=+a/2 (fig. 3, b). Tindnd seama de
relatia (9) expresia momentului de Tncovoiere
capata forma

M (x) = %e—ixfé (cosﬂ(x + %)— sin /1|x + %|)+

+ %e“g (cos Ax—2)-sin Ax - %D_
= <01>%e“+3 (cos/l(x +2)+sin Ax+ %D_
- <92 > %6“3 (COS/l(x - %)+ sin /1|x - %|)
a
F F
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Figura 3. Grinda infinitd solicitati de doud forte
concentrate: faza elastica (a); faza elastoplastica (b).

Din considerente de simetrie
(6,)=(6,)=(0) . Egaland momentele de incovoiere

in sectiunile x=+a/2 cu momentul plastic al
sectiunii M obtinem relatia

EIA6) F-f~-4iM,,

, 10
2 IRE (10)
unde f* =1+e*(cosla+sin Aa),
f~ =1+e*(cosda—sin Ja)
Relatia (10) leagd marimea saltului

unghiului de rotire (6) cu momentul plastic al
sectiunii. Mp. Introducand notatiile y=Fa/M,
A, =Aa, si variabila x=aX, (a — distanta dintre

forte), expresia momentului de Tncovoiere Tin
domeniul elastic va avea forma
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M (ax) _
M o
= ﬁeﬂox% (cos/lo ()‘( + %)— sin A, X + %‘)4_ (12)
+ ﬁe—ﬂox—i (cosﬂo ()‘( - %)— sin, |X - %‘)

iar in stadiul elastoplastic

M(ax)
M

= (12)
pl

- 4L/1Oe_l°x+§ (cos/lo (x+1)-sina, X + %|)+

+ ﬁe_“_; (cos . (x - 1) sin A% - %|)—
AT -4

YRR

A~ 44

_ We%x—z (cos/lo ()‘( - %)-‘r sin 4, |>"( — %D

o[ (cosA, (x+1)+sin A%+ %|)—

Tn fig. 4 este prezentat raportul M /M ol

pana la aparitia articulatiilor plastice (fig. 4, a) si
dupa aparitia lor (fig. 4, b).

<
—~
>
~
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Figura 4. Diagrama momentului M /M, pand
aparitia articulatiilor plastice (a) si dupa — (b).

Relatia (12) permite delimitarea domeniului
de comportare elasticd a grinzii de domeniul de
comportare plastica. . Pentru aceasta relatia (12) s-a
egalat cu unitatea. In acest mod se evidentiazi
valorile parametrilor A, si »  pentru care grinda

atinge limita de epuizare a capacitatii portante

(fig.5)
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Figura 5. Delimitarea domeniului de comportare n
faza elastica si faza elastoplastica.

Se mentioneazd cad aparitia articulatiilor
plastice este insotitd de cresterea tensiunilor de
contact dintre grindd si mediu si a deplasarilor
verticale. Reiesind din ideile expuse se pot formula
si alte criterii limitd, cum ar fi, de exemplu,
limitarea deplasarilor verticale ale grinzii Sau
restrictii  referitoare la marimea deschiderilor
fisurilor in partea intinsd a grinzilor din beton
armat.
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