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INTRODUCTION 
 

 Un théorème d’unicité dans la théorie de la 

viscoélasticité linéaire se trouve dans [3]. Dans la 
théorie de la viscoélasticité linéaire micropolaire est 

donné un tel théorème dans [2]. Par la suite, on  va 

donner un théorème unicité dans la théorie de la 
viscoélasticité linéaire avec microstructure en 

utilisant la transformation de Laplace. La 

transformation de Laplace a été utilisée dans [5] 

afin d’obtenir des théorèmes de réciprocité pour des 
milieux élastiques et thermo-élasticité. 

  

 

    1. ÉQUATIONS DE BASE 

 

 Soit un milieu viscoélastique avec 
microstructure qui occupe le domaine (Ω) de 

l’espace euclidien tridimensionnel, dont la 

fermeture est   et la frontière (régulière) est (Σ). 

 Les équations de la théorie linéaire des 

milieux viscoélastiques avec microstructure sont 

[4] les équations de mouvement: 
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les équations géométriques: 
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les équations constitutives : 
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 Dans ces relations on a utilisé les notations: 

ui – composantes du vecteur déplacement; 

ψij – composantes du tenseur microdéplacement; 

εij – composantes du tenseur macrodéformation; 

γij – composantes du tenseur déformation relative; 
χijk – composantes de la microdéformation; 

fi – composantes du vecteur force massique; 

lij – composantes du tenseur microforce massique; 
τij – composantes du tenseur tension; 

ij – composantes du tenseur tension relatif, 

ijk – composantes du tenseur microtension; 

(x), 
ij

I ( x,t ) , 
ijkn

A ( x,t ) , 
ijkn

B ( x,t ) , 

ijkn
C ( x,t ) , 

ijkmnp
L ( x,t )  - sont des fonctions qui 

caractérisent le matériel, la virgule désigne la 

dérivée partielle en  rapport du temps, * est le 

produit de convolution. 
 Les fonctions qui caractérisent le matériel 

satisfont: 
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Par la suite on  va supposer que: 
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d’où il résulte que: 
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 Aux équations ci-dessus on ajoute : 

les conditions initiales 
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et les conditions sur la frontière qui, pour le 

problème mixte sont: 
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ou (Σβ) sont des parties de (Σ), de sorte que: 
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pendant que ti sont les composantes du vector force 

superficielle et Tij – composantes du tenseur 

microforce superficielle ; ai, bi, cij, dij, i
t ,

ij
 , 

ij
T  

sont des fonctions prescrites alors que ni sont les 

composantes de la normale extérieure unitaire a (Σ). 

 Si on note : 
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les équations constitutives (3) et les conditions (4) 

deviennent 
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2. THÉORÈME D’UNICITÉ 
 
 Si Eijkn, Cijkn, Fijkn, Lijkmnp on la 

transformations de Laplace, alors le problème de la 

viscoélasticité linéaire avec microstructure a tout au 

plus une solution qui possède la transformation de 
Laplace par rapport au temps. 

  

Démonstration. On suppose que le problème de la 
viscoélasticité linéaire avec microstructure aurait 

deux solutions: 

 
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
i ij ij ijij ij ij ijk

, , , , , , , ,S u

1,2

            







 Il résulte que: 
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satisfait aux équations : 
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et les conditions: 
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 Appliquant la transformation de Laplace [1] 

aux équations (12)-(14), (16) et compte tenu de (15) 

on obtient: 
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ij
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 Multipliant l’équation (17)1 par 
i

u  et (17)2  

par  
ij

 , additionnant et intégrant sur (Ω), il résulte: 
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 Appliquant le théorème à la divergence 

dans (21) et compte tenu de (18) et (16) on déduit: 
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 Remplacent (19) dans (22) et prenant en 
considération (11) nous avons: 
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 Pour chaque  (x, t) on note E(x, t), C (x, t), 

F(x, t) les matrices carrées associes a Eijkn, Cijkn, 

Fijkn du type 9x9, L(x, t) la matrice carrée associée a 
Lijkmnp, du type 27x27 et ε(x, t), γ(x,t) les matrices 

unicolonaires associées à εij(x, t), γij(x, t) du type  

 
9x1 alors que χ(x, t) la matrice unicolonaise 

associée à χijk (x, t) du type 27x1. 

 Définissant une matrice M(x, t) du type 
45x45 et une matrice ηT (x, t) du type 45x1 par: 

la relation (23) devient: 

2T T
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 Mais on sait que 
o

x
lim pM M


              

d’où il résulte qu’il existe un p1 > 0 de sorte que 

pour p  p1de (25) on obtient : 
2

isi ii sj ij
( u u )dp I



           

 La relation (26) de pair avec (11) conduit à  

i iju ( x, p ) 0, ( x, p ) 0  , sur (Ω)x[η1, )    (27)  

d’où il résulte que  [1] 

i iju ( x,t ) 0, ( x,t ) 0  ,sur ( )x[0, )      (28) 

  Vu (12) – (16), on  constate que  

S = {0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0} 

et le théorème est démontré. 
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