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INTRODUCTION

Un théoréme d’unicité dans la théorie de la
viscoélasticité linéaire se trouve dans [3]. Dans la
théorie de la viscoélasticité linéaire micropolaire est
donné un tel théoreme dans [2]. Par la suite, on va
donner un théoreme unicité dans la théorie de la
viscoélasticité linéaire avec microstructure en
utilisant la transformation de Laplace. La
transformation de Laplace a été utilisée dans [5]
afin d’obtenir des théorémes de réciprocité pour des
milieux élastiques et thermo-élasticité.

1. EQUATIONS DE BASE

Soit un milieu viscoélastique avec
microstructure qui occupe le domaine (£2) de
I’espace euclidien tridimensionnel, dont la

fermeture est £2 et la frontiére (réguliére) est ().

Les équations de la théorie linéaire des
milieux viscoélastiques avec microstructure sont
[4] les équations de mouvement:

(‘rij +0—Ji),j + f.=pl, €))
it oy + =1 - ¥
les équations géométriques:

Tij = Tjj

1
Eij =E(Ui’j+u“)
YVi=Uupi—V¥y ; )
Zik =V ik,

les équations constitutives :

7i= 260 " A Aijn + (70 — €k ) A Cijin,
Ci=Vn  UBijn+ (&g = Vi )* ACijun, 3
/uijk = Zmnp * dLijkmnp

Dans ces relations on a utilisé les notations:

ui — composantes du vecteur déplacement;
wij — composantes du tenseur microdéplacement;

&ij — composantes du tenseur macrodéformation;
yij — composantes du tenseur déformation relative;
xiik — composantes de la microdéformation;

fi — composantes du vecteur force massique;

lij — composantes du tenseur microforce massique;
7ij — composantes du tenseur tension;

oy — composantes du tenseur tension relatif,

Miik — composantes du tenseur microtension;

p(), (X 1), Ay (xt), By (xt),
Ciin (X:1) s Lijnnp (X, 1) - sont des fonctions qui

caractérisent le matériel, la virgule désigne la
dérivée partielle en rapport du temps, * est le
produit de convolution.

Les fonctions qui caractérisent le matériel
satisfont:

[ o= Ajin = A + C i = C jin = C g

Bijkn = Biaii » Lijemnp = Lonpiic > (4)
P OO=10) Ly mymae 2 Vomye a1y
(V) >0m,I=const.>0,

LP(X)= p,>0,sur (£2)X(—o0,+0)

Par la suite on va supposer gue:

u(X.1)=py(X,t)=0,5ur (Q)x(—0,0), (5)
d’ou il résulte que:
g X,)=7,(X,1) =z (X, 1) =7y(x,1)=
=oy(X,1)= py(X,1) . SUr (Q)x(~w,0). (6)

Aux équations ci-dessus on ajoute :
les conditions initiales

{Ui(x’o)=ai(x)vui(xao)=bi(x)v @)

'//ij(xio)=cij(x)’y}ij(xlo):dij(x),

et les conditions sur la frontiere qui, pour le
probléme mixte sont:
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Zl)x[O,oo), ti=(Tji+0'ji)'nj=t~i )

=0, ,sur (
sur (Z,)x[0,0),y,=w; ,sur (X ,)x[0,0),

{ Tij=:ukij77k=-|:ij » Sur (24)X[0,00) 8)

ou (Zj) sont des parties de (Z), de sorte que:

(Z)u(E.)=(Z:)u(Z)=(Z ).
(Z)n(E.)=(Z)n(Z:)=2.

pendant que t; sont les composantes du vector force

superficielle et T; — composantes du tenseur

microforce superficielle ; ai, bi, ci, dij t; ¥, T

sont des fonctions prescrites alors que n; sont les

composantes de la normale extérieure unitaire a (X).
Sionnote :

Eijkn=2" Aijn = Cijkn + Fijkn = Bijkn = Cijin> 9)

les équations constitutives (3) et les conditions (4)
deviennent

Tii= & * AEijkn + ¥ * A Cijkn,
O'ij=3kn*dCijkn"‘?’kn*dFijkn, (10)

1 i = X Aljemnps SUT (2 )x (—00, + oo) )
Eijkn = E jikn = E nij ,C ijkn = =C jikn = Cknu )
F ijkn — F knij 1

Lijkmnp= Lmnpijk ’
()= 15(%) Ty -mac2 L myemy
(V)n, >0, 1=const)0, p(x)2 p,>0. (1)

2. THEOREME D’UNICITE

Si Eikn, Cijkn, Fijkn, Ligkmnp oOn la
transformations de Laplace, alors le probléeme de la
viscoélasticité linéaire avec microstructure a tout au
plus une solution qui possede la transformation de
Laplace par rapport au temps.

Démonstration. On suppose que le probléme de la
viscoélasticité linéaire avec microstructure aurait
deux solutions:

() {, (@) ) (@) (a) (&)  (a) (a) ()
S { 11//” 1 Elj ’},U ’Z'J 1 Tij 1Olj uﬂ”k};
(e=1.2)

Il résulte que:

S= S(l)_ S(Z)={Ui 1y/ijy€ija}/ij1ZijkaTijsO'ijiﬂijk} )
satisfait aux equations :

(Tij+0'ji)’j =p-U,

Hgxtoi=1y iti=15 (12)
ei=(uitu)

17i=Uji— V¥ » (13)
ik =V ii

Ti= & UEijn+ 7™ dCijn .
Gi= &  UCin+ 7 A Fijin, - (14)
Hix = Zmnp* d Lijkmnp

et les conditions:

ui(x,0)=0,0,(x,0)=0,py(x,0)=0,
'/./ij(x’o)=0 (15)
u=0,sur(X,)x[0,0), t;=0sur(X,)x[0,),
w;=0,sur(X,)x[0,),
Ty=0sur(X,)X[0,®) (16)

Appliquant la transformation de Laplace [1]
aux equations (12)-(14), (16) et compte tenu de (15)
on obtient:

(TIJ"'O'JI) =p- p -4,
<

(Mt o= lis p Wy s 17)
f_ 1 3 3

gij=5(uj'i+Ui'j) )

17i=Ui—¥; (18)
fijk='/7jk,i

Ti=TE ukng kn ™ C ijknykﬂ + PEijn&nt+ PC ijkn?kn

Cij = ~Cjnf kn = ijkn}7k” + PCijin€ kn+ PF ijin? kn

A

ﬁijk - Lijkmnpfm”p +p I:ijkmnp/ﬂfmnp (19)
LOU éijkn = Eijkn(X,O), ey

u sur (21), E:O sur (2»), yTij:O sur (23),
T, =0 sur (%) (20)
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Multipliant I’équation (17); par U, et (17);

par y/_” additionnant et intégrant sur (€2), il résulte:

[(fij"'&ji),j Ui+ By W+ Gy ld 2=
p.p2~Ui‘Ui+|is‘pz“/75,-"/71j)d[2 (21)

Appliquant le théoréme a la divergence
dans (21) et compte tenu de (18) et (16) on déduit:

Q— RV—

!j;( 7€ o+ By Xy M2+
H (P pT UG+ P71y, )2 =0 (22)
Remplacent (19) dans (22) et prenant en
considération (11) nous avons:
!J( E, i€t zéijkné_‘ij}?kn-i_ 'a:ijkn}7il'7kn+
+|"_ijkmaniijmnp )d‘Q+ .“ p( Eljkné_‘lj Ekn +
2
+2C 5 ¥ 1o+ F i 5 7 ko Likmnp X mnp X i )4 €2 +
+ PP T U 1y 7, )42 =0 (23)
Pour chaque (X, t) on note E(X, t), C (x, t),
F(x, t) les matrices carrées associes a Eijn, Cijkn,
Fijkn du type 9x9, L(x, t) la matrice carrée associée a

Lijkmnp, du type 27x27 et &(x, ), y(x,2) les matrices
unicolonaires associées a &i(x, 1), yij(x, t) du type

<
Il
o O m
o T O

0
0.7 =(s72%). (24)
L

9x1 alors que y(x, © la matrice unicolonaise
associee a yijk (x, t) du type 27x1.

Définissant une matrice M(x, t) du type
45x45 et une matrice " (X, t) du type 45x1 par:
la relation (23) devient:

~[n" M7dQ2+ [n"M7dQ+[ p*(p-T;-T, +
Q Q Q
+1 is"/75j ‘1/7“- )d.Q=O (25)

lim pM = M,

X—»00
d’ou il résulte qu’il existe un p1 > 0 de sorte que
pour p = p.de (25) on obtient :

[ PG U+ 1wy 9, )2=0  (26)

La relation (26) de pair avec (11) conduit a
u; (X, p)=01‘//ij(xa p)=0, sur (2)x[n1, o) (27)
d’ou il résulte que [1]

Mais on sait que

U (X,t)=0,p;(x,t)=0.5ur (2)x[0, )  (28)

Vu (12) — (16), on constate que
$={0,0,0,0,0,0,0, 0}
et le théoréme est démontré.
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