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INTRODUCERE

La momentul actual sunt folosite diferite
modele de mediu elastic, pe care reazema diferite
constructii (stante, grinzi, placi plane si curbe s.a.).
Primul model al mediului a fost propus de Winkler
[3, 4, 5]. Acest model are un neajuns: deformatia
fundatiei are loc numai in limitele elementului, care
intrd in contact cu ea. Alt model propus este de tipul
semispatiului elastic, care are proprietatile de
redistribuire a tensiunilor de contact i o deformatie
reald a mediului. Exista si alte modele ale mediului
elastic [3, 4, 5].

Metodele de calcul ale sistemelor din bare
conform starilor limitd, adicd determinarea
incarcarilor exterioare, care fiind depasite conduc la
distrugerea constructiei sau la o situatie, cand
deformatiile cresc considerabil, prezintd un interes
practic. Problema determindrii starii limitd a
grinzilor infinite pe mediu elastic de tip Winkler a
fost studiata In [9]. Se mentioneaza ca solutia
obtinuta este gresita [2].

Determinarea starilor limitd a grinzilor pe
mediu elastic diferit de modelul lui Winkler a fost
mai putin studiatd. La stabilirea starilor limita ale
grinzilor pe mediu elastic, ele fiind structuri
hiperstatice, se utilizeazd metode studiate Tn
mecanica structurilor. O abordare care foloseste
metoda eforturilor este propusa in [10]. Aceastd
metodd nu este rationald la calculul grinzilor de
lungimi considerabile. In aceasti lucrare se
determind starea limitd a grinzilor de lungime
considerabili pe mediu elastic modelat ca
semispatiu.

Cedarea constructiilor este determinata de
aparitia deformatiilor plastice si, prin urmare, in
calcul este necesar si se tind seama de proprietatile
plastice ale materialului. Cedarea constructiei are
loc in urma aparitiei unui numir necesar de
articulatii plastice, care conduc la transformarea ei
ntr-un mecanism total sau partial. Tn alte cazuri
constructia sau mediul pot avea deplasari
considerabile.

Determinarea starilor limita prezintd interes
practic si poate fi evaluata folosind diferite criterii
de cedare. Tn lucrare ca stare limita se ia Starea
grinzii cand ea capatd numdrul necesar de
articulatii, care o transforma in mecanism.

1. GRINDA INFINITA AMPLASATA
PE SEMISPATIU ELASTIC

Fie o grinda de lungime considerabild, avand
modulul de elasticitate E si coeficientul lui Poisson
v, solicitata de o incarcare arbitrarda q(X) si
amplasatd pe un mediu deformabil, cu modulul de
elasticitate E_ si coeficientul lui Poisson v, (fig. 1).

Figura 1.

Ecuatia diferentiald a grinzii pe semispatiu
are forma [3, 4, 5]

d*v(x)

D
dx*

=q(x) = p(x), (1)

unde: p(x) sunt tensiunile de contact intre grinda
si mediu; V(X)— deplasarea verticala a grinzii,
D=Eh®/12(1-v?)
grinzii;

In ecuatia (1) necunoscute sunt V(X) si p(x).

Relatia care trebuie atasati la (1) este ecuatia ce
leagd deplasarile semispatiului elastic provenite din
tensiunile de contact [3, 4, 5, 8]

— rigiditatea cilindricd a

V)= [ K(x—&)p(&)de, 2)

2
unde K(x — &)= —A%an —&|+const  este

functia de influentd pentru modelul semispatiului
elastic 1n stare de deformatie plana.
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Daca grinda este de lungime considerabila ea
poate fi consideratd infinitd si pentru rezolvarea
ecuatiilor (1) si (2), se poate utiliza metoda
transformarii integrale Fourier [1, 6, 7].

Relatia (1) se multiplici cu e'®™ (a-—
parametrul transformarii), se integreaza pe parti in
intervalul (—oo;+o0), si considerand ca functia v(X)
si derivatele ei sunt nule pentru X = o0, se obtine

Da'V(a)=0(e) - p(a). @)

unde functiile barate sunt transformatele Fourier a
functiilor respective. De exemplu

V(a):Tv(x)e“’“dx.

Ecuatia (2) se diferentiazd in raport cu X
(pentru a elimina constanta din functia de influenta)
si se aplicd transformarea Fourrier. Ultilizand
teorema convolutiei, se obtine

K(a)p(@)=V(a). (4)

Rezolvand ecuatiile (3) si (4) Tn raport cu
J(a), se obtine

— v (o)
Pla)= 1+ Da'K(a)’ ©)
V(@)= d(a)K(a)
—.
1+ Da"K(a)

Daci tinem seama ci K(a)=i-7z-sign(@)
si pentru incarcari simetrice sistemul (5) are forma

— N d(a) d(a)
'o(a)_1+ano;2 le| 1+a’a®’
(6)
d@oCT__ Q@ _Cr_ g

la| 1+CaDa’|a]) @ (1+a’a?®)’

unde: C=2(1-v?2)/#zE,; a®=CaD.
Solutiile se vor obtine folosind formula de
inversare a transformarii Fourier

177 3@ i
=— | —2_-e'"*da;
P(x) 2z 4 1+a’a’ *
cT G )
qla —iax
V(X)=— | ————e'*da.
(x) 2_'[00:(1+a3a3) “

2. STAREA LIMITA A GRINZII
INFINITE SOLICITATA DE O FORTA
CONCENTRATA

Pentru grinda solicitatd de o fortd concentrata
F (fig. 2, @) incarcarea exterioara poate fi prezentata
in forma q(x)=F -8(x), unde &(x) — functia
Dirac-delta si q(a)=F .

a lF
X

y
b
C
E.,v
y
Figura 2.

Relatiile (7) capata forma

FT cosax
X)=— | —da;
P(X) ﬂ-!:1+a3a3
T cosax
v(x)=FC|——="
(x) '([a(1+a3a3)

Se mentioneazd cd ultima integrald in sens
clasic este divergenta si se va trata in sens
generalizat [1].

Marind treptat forta F, se va ajunge la situatia
cand 1n sectiunea X = 0 se va forma o articulatie
plastica (fig. 2, b) si M(0) = M1 = Mp, unde My, este
momentul plastic al sectiunii grinzii.
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Solutia acestei probleme poate fi obtinuta
prin superpozitie ca suma a doud: una, provenita din
actiunea incarcarii exterioare (fig. 2, a), si solutia
particulara, provenita din saltul unghiului de rotire
in articulatia plastica (fig. 2, c)

. D, .. ra?’cosax
X)=——(0)] ————de¢;
P (x) n< >0 1+a’a’
s e (8)
. a a cosax
vV (X)=——(0)| —————-de,
(x) 7r< >01+a3oz3

unde (@) este saltul unghiului de rotire a normalei
in articulatie.

Relatiile (8) s-au obtinut utilizind metoda
transformarii Fourier conform schemei generalizate
[7].

Din conditia M”™(0)=M, se obfine relatia
dintre momentul plastic si saltul unghiului de rotire

(9)=3J3M a/2D.

La aparitia articulatiei plastice in punctul de
aplicare a fortei F capacitatea portantd a grinzii nu
este epuizatd. La cresterea fortei momentul de
incovoiere M; va fi constant, egal cu momentul
plastic, dar in acelasi timp vor creste momentele in
alte sectiuni ale grinzii. Valoarea incarcarii
exterioare se va majora pana cand in sectiunea cu
abscisa s (fig. 2, b) momentul de incovoiere M, va
fi egal cu momentul plastic al sectiunii. Coordonata
S se va determina din conditia

Q(s)=Q"+Q" =0, )

iar valoarea parametrului de incarcare al fortei F, la
atingerea cdruia va aparea a doua articulatie plastica
— din conditia

M(s)=M°+M*=-M,, (10)

unde M°, Q°si M*, Q" sunt momentul de

incovoiere si forta de forfecare provenite din forta
F, si, respectiv, din My din prima articulatie

plastica
Il
IVIO(X)_Fa [—e -
r | 2a
da |;
3) :|

3
FZ [Z%e_ﬂ(l sign(x))—

_]3 (1-aa)cosax
o (1+ a‘a?)(1+a’a

Q" (x)=

_ de |:
) 1+a’a’ *
M*(X)=<9>2fﬂda,
7y 1+a’a’
Q*(x)=—<0> D ¢ asinax dor

Realizdnd conditiile (9) si (10) obtinem un
sistem de ecuatii neliniare, care poate fi rezolvat
prin metode numerice. Rezolvand acest sistem se
obtine distanta S=zx1,41a si valoarea fortei in
momentul aparitiei simultand a doud articulatii
F,.=885M,/a.

In continuare se prezinti diagramele
momentului de fincovoiere in grinda (fig.3) si
tensiunilor de contact (fig.4), raportate la My pentru
x20. Introducind notatiile  y=F-a/M

X=a-X si a=a-a, expresiile momentului de
incovoiere in grinda si a tensiunilor de contact intre
grinda si mediu Tn domeniul elastic vor avea forma

M (ax)
M

ol L (l+a’)(l+a?)

Z{Z oI T (1-a)cosaX d&]

p(ax)a ZT &)?
7[0

si, respectiv, in domeniul elastoplastic

~  w~y = -
M(ax)zllge_x_ (a a+2)cosaxd&}_
0

M, =« l+a?)+a?)
3\/_ cosa X
da,
27[ 1+
p(ax)a’ _y (1+&2)cos&>~<d5_
M, z¢ 1+a°
3J3 Facosax -
- ——da,
2 1+

0

Se observa cda punctele de modificare a
semnului tensiunilor in stadiul elastic au aceeasi
valoare pentru diferite valori ale parametrului y si
pot fi determinate egaland cu zero tensiunile p(x).
De exemplu, pentru o fortd concentrata X =%3,80a .
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Figura 3. Diagrama momentului de Tncovoiere in
grinda n stadiul elastic (a) si elastoplastic (b).
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Figura 4. Diagrama tensiunilor de contact in stadiul
elastic (a) si elastoplastic (b).

CONCLUZII

1. A fost formulata si rezolvatd problema
determindrii starilor limita ale grinzilor de lungime
mare amplasate pe mediu de tip semispatiu elastic.
Ca stare limita se ia grinda in care apar doud sau
mai multe articulatii plastice, transformand-o Tn
mecanism.

2. S-au stabilit zonele in care tensiunile de contact
nu isi schimbd semnul. Determinarea acestei zone
de contact prezintd interes practic la proiectarea
grinzilor pe mediu elastic.

3. Metodica propusa a fost aplicata pentru grinda
solicitata de o forta concentrata. Ideile expuse pot fi
aplicate pentru grinzi solicitate de orice tip de
incarcari.

Autorul exprimd recunostintid dlui prof. univ.
dr.hab. Gh. Moraru pentru sprijin §i indrumare la
elaborarea prezentei lucrari.
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