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REPERELE CONCEPTUALE ALE CERCETARII

Actualitatea temei. Pentru multe domenii prezenta actiunilor termice (sursa interioara de
caldura, gradient de temperatura, flux de caldura etc.) au un efect distructiv privind rezistenta
elementelor. Posibilitatea realizarii unei astfel de constructii, care sa suporte influenta tuturor
actiunilor termice necesita un calcul minutios, folosind teoria termoelasticitatii, plasticitatii
etc. In prezenta tezd s-au obtinut solutiile analitice sub forma de integrale in termoelastici-
tatea necuplata (cAmpul de temperaturd nu depinde de campul deplasarilor elastice). Teoria
termoelasticitatii este o combinatie a teoriei conductibilitatii de caldura si a teoriei elasticitatii.
Obtinerea solutiilor sub forma integrala prezinta un avantaj la rezolvarea problemelor de limita
(PL) in termoelasticitate. In calculele practice cea mai raspandita teorie este cea a tensiunilor
termice.

Teoria termoelasticitatii s-a dezvoltat destul de mult datorita executiei unor piese absolut
necesare pentru realizarea unor constructii noi, asa ca: reactoare nucleare, turbine pe gaz,
motoare reactive, a pieselor folosite la ansamblarea calculatoarelor etc. Aceste elemente lucreaza
in conditii de incilzire neuniformi. In urma acestei incilziri neuniforme apar gradienti de
temperatura care duc la aparitia deformatiilor neuniforme in diferite parti ale elementului.
Actualitatea temei se explica prin aceea ca solutiile integrale conduc la marirea arsenalului de
PL obtinute sub forma analitica, cu ajutorul carora pot fi rezolvate un set de PL concrete noi.

Descrierea situatiei in domeniul de cercetare. In caz general, de la incalzirea ne-
uniforma, apar deplasari si tensiuni termice, uneori chiar cu aparitia si dezvoltarea fisurilor.
Fisurile intr-un corp pot aparea fie de la tensiunile termice, fie de la cele mecanice sau de la
ambele tensiuni concomitent. Aceste fisuri pot duce la cedarea elementului. Anume aceste
valori ale deplasarilor si tensiunilor termice sunt necesare pentru analiza rezistentei elementului
in particular si a constructiei in ansamblu. Astfel, obtinerea solutiilor integrale ale deplasarilor
si tensiunilor termoelastice sunt apreciate de cercetatorii din domeniu, deoarece ele dau posibi-
litatea sa fie rezolvate (pentru fiecare tip de PL concretd) o multime de probleme de la actiunea
diferitor legi de schimbare a sursei interioare de caldura, a temperaturii etc.

In baza solutiilor integrale pot fi determinate solutiile analitice si comparate cu rezultatele
obtinute prin metodele clasice. Daca aceste solutii sunt in functii elementare, importanta
acestor rezultate creste si mai mult. Cu atat mai mult, aceste solutii integrale, inca nu au fost
obtinute pentru toate corpurile posibile a tuturor sistemelor de coordonate.

Scopul lucrarii consta in obtinerea solutiilor integrale in termoelasticitatea necuplata
prin generalizarea metodei reprezentarilor integrale armonice (MRIA), folosirea metodei Maysel

(MM) si a metodei GO convolutiei (MGO-C) pentru PL noi a diferitor domenii canonice.
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Obiectivele de baza:

e construirea functiei Green pentru ecuatia Poisson (FGEP) pentru conductibilitate termica;

e obtinerea solutiilor integrale pentru cAmpul de temperatura in corpuri din sistemul carte-
zian de coordonate in baza functiilor Green (FG) construite;

e reprezentdrile generale integrale ale FPTG (functiile principale termoelastice Green sau
functiile de influenta ale deplasarilor termoelastice de la actiunea unei surse unitare punctiforme
de caldura) prin FG ale conductibilitatii termice;

e determinarea FPTG in baza reprezentarilor generale folosind MRIA pentru sistemul de
coordonate cartezian si a MGO-C pentru sistemul de coordonate sferic;

e calcularea unor integrale pe suprafata si pe volum la obtinerea solutiilor integrale;

e rezolvarea problemelor particulare in termoelasticitatea necuplata, in baza solutiilor inte-
grale prin MRIA si MGO-C si a metodologiei de aplicare a formulei Maysel,

e trasarea graficelor folosind programa Maple 18 si analiza ulterioara a acestora pentru
FPTG si a solutiilor analitice pentru campul de temperatura, deplasarile si tensiunile termice;

e validarea rezultatelor obtinute.

Metodologia cercetirilor stiintifice. In baza cercetarilor au fost obtinute solutii inte-
grale si analitice folosind MGO-C, MRIA si a metodologiei de aplicare a formulei Maysel pentru
un set de PL noi. Aceste metode s-au dovedit a fi mai eficiente decat metodele clasice.

Noutatea si originalitatea stiintifica consta in urmatoarele:

- obtinerea solutiilor integrale pentru campul de temperatura in domeniile canonice ale
sistemului de coordonate cartezian;

- extinderea MRIA prin obtinerea solutiilor integrale in termoelasticitate pentru domeniile
canonice ale sistemului de coordonate cartezian;

- extinderea MGO-C prin obtinerea solutiilor integrale in termoelasticitate pentru domeniile
canonice ale sistemului de coordonate sferic;

- crearea unui procedeu de calcul a unor integrale pe volum de la produsul dintre functia de
tip Green din conductibilitatea termica si functia de influenta a dilatarii de volum elastica de
la actiunea unei forte unitare concentrate (), pentru MGO-C. Calculul mai multor integrale
pe suprafata in MRIA;

- largirea arsenalului de functii termoelastice prin generalizarea MRIA pentru domeniile
canonice ale sistemului de coordonate cartezian si a MGO-C pentru domeniile canonice ale
sistemului de coordonate sferic;

- obtinerea solutiilor integrale ale deplasarilor si tensiunilor termoelastice in functii ele-

mentare pentru unele PL particulare noi.



Problema stiintifica importanta solutionata consta in generalizarea MRIA si aplicarea
acestel metode la obtinerea solutiilor integrale ale deplasarilor si tensiunilor termice pentru
domeniile canonice ale sistemului de coordonate cartezian si generalizarea MGO-C si aplicarea
ei la obtinerea solutiilor integrale ale deplasarilor termoelastice pentru domeniile canonice ale
sistemului de coordonate sferic.

Semnificatia teoretici si valoarea aplicativi a lucririi. In baza MGO-C si MRIA,
in urma rezolvarii unor PL noi au fost obtinute solutiile integrale ale deplasarilor si tensiu-
nilor termice. Aceste solutii obtinute in functii elementare au o importanta destul de mare in
domeniul termoelasticitatii si anume: completeaza arsenalul de solutii integrale cu rezultatele
obtinute (folosind aceste rezultate creste si valoarea aplicativd a lucrarii), permit rezolvarea
altor PL noi, pot fi folosite ca probleme test pentru validarea metodelor clasice etc.

Rezultatele stiintifice inaintate spre sustinere:

~ generalizarea MRIA, pentru unele PL noi, prin determinarea solutiilor integrale in ter-
moelasticitate pentru domeniile canonice ale sistemului de coordonate cartezian (fasie, patrime
de plan, semispatiu);

~ determinarea solutiilor integrale in termoelasticitate, pentru unele PL noi, folosind MM,
pentru domeniile canonice ale sistemului de coordonate cartezian (semifésie);

~ generalizarea MGO-C, pentru unele PL noi, prin determinarea solutiilor integrale in
termoelasticitate pentru domeniile canonice ale sistemului de coordonate sferic (pana sferica);

~ obtinerea in functii elementare pentru unele PL particulare noi a solutiilor analitice ale
deplasarilor si tensiunilor termoelastice.

Implementarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele obtinute in teza pot fi aplicate la
determinarea tensiunilor si deplasarilor termice pentru domeniile care au aceeasi forma ca si
domeniul calculat, inclusiv in elementele de constructie si nu numai (fasia - peretele unei cladiri,
semifasia - peretele de langad golul de usa sau fereastra, pana sfericd - cordon de sudura etc.).

Aprobarea rezultatelor cercetarilor. Rezultatele cercetarilor au fost validate in cadrul
lucrarilor publicate in reviste internationale si nationale: revista internationald (cotatd ISI)
"Acta Mechanica", vol. 224, Nr. 4, 2013; revista internationala (ISSN): "Transylvanian Journal
of Mathematics and Mechanics", vol. 7, Nr. 1, 2015; vol. 8, Nr. 2, 2016; revista nationala
(ISSN): "Meridian ingineresc", vol. 7, Nr. 1, 2017.

Rezultatele cercetarilor au fost prezentate si discutate la conferinte, simpozioane internatio-
nale gi nationale cu publicarea in lucrarile acestora: "Conferinta Tehnico-Stiintifica a Colabo-
ratorilor, Doctoranzilor gi Studentilor UTM", Chiginau, Republica Moldova, 2012; "Conferinta

Jubiliara Tehnico-Stiintifica a Colaboratorilor, Doctoranzilor si Studentilor consacrata celei de-
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a 50-a Aniversari a UTM", Chiginau, Republica Moldova, 2014; conferinta internationala: "The
Third Conference of Mathematical Society of the Republic of Moldova", Academia de Stiinte a
Moldovei, Chiginau, Republica Moldova, 2014; simpozionul international: "Utilizarea eficienta
a resurselor hidro-funciare in conditiile actuale - realizari si perspective", Universitatea Agrara
de Stat din Moldova, Chisinau, Republica Moldova, 2016.

Publicatii la tema tezei. La tema tezei au fost publicate 10 lucrari stiintifice: un articol
intr-o revista internationala cotata ISI; doua articole ca singur autor intr-o revista de circulatie
internationala; un articol ca singur autor intr-o revista recenzata, de circulatie nationala, sase
articole in culegeri de lucrari ale conferintelor si simpozioanelor internationale si nationale,
dintre care 4 fara coautori.

Structura si volumul lucrarii. Teza este compusa din adnotari (romana, rusa si engleza),
introducere, trei capitole, concluzii generale si recomandari, bibliografie (122 titluri) si 4 anexe.
Continutul de baza al tezei este expus pe 120 pagini si insereaza 39 figuri.

Cuvinte-cheie: solutii integrale, termoelasticitate, functia Green, functia de influenta,

deplasari termoelastice, tensiuni termice, conditii de limita, dilatarea de volum.

CONTINUTUL TEZEI

Capitolul 1. Metodele de calcul folosite la rezolvarea PL in termoelasticitate.

In acest capitol este analizata situatia din domeniul teoriei termoelasticititii: monografii,
articole, materiale ale conferintelor stiintifice etc., savantii care au pus bazele dezvoltarii acestui
domeniu. Sunt stipulate metodele clasice aplicate in teoria termoelasticitatii publicate in tara
si peste hotare. In baza literaturii de specialitate studiate s-a ficut o analizd comparativi a
situatiei existente in domeniu. O atentie deosebita s-a acordat metodelor dezvoltate in ultimii
ani, acestea fiind MGO-C si MRIA, avantajele si dezavantajele in raport cu celelalte metode.

In cazul rezolvirii PL in termoelasticitate pentru majoritatea metodelor traditionale, trebuie
sa fie rezolvata initial o PL a conductibilitatii de caldura, pentru a determina cAmpul interior
de temperatura, ulterior, in baza campului de temperatura cunoscut, se rezolva ecuatiile Lame.
Aceasta situatie complicd obtinerea solutiei pentru PL in termoelasticitate.

La rezolvarea PL in termoelasticitatea necuplatd poate fi aplicata si metoda Maysel [16,
22, [33], [34, p. 483|. Aceasta formuld este caracterizatd de deplasarile termoelastice in forma
de integrald pe volum de la produsul dintre campul interior de temperatura si ©®). Anume
aceasta creaza unele dificultati in obtinerea solutiilor deplasarilor termoelastice la aplicarea
formulei Maysel.

In cazul rezolvarii PL a conductibilitatii de caldura, Green a propus o formula integrala

speciala pentru determinarea cAmpului interior de temperatura de la actiunile termice exterioare



si interioare. Acelasi autor (Green) a propus o formuld pentru determinarea cdmpului de
deplasari elastice, daca sunt cunoscute actiunile mecanice, iar V. Seremet a propus o formula
pentru determinarea deplasarilor termice prin generalizarea formulei integrale Green, direct din
actiunile termice cunoscute, dacd sunt stiute FPTG. Metode relativ noi sunt prezentate in [14].

Metoda GO convolutiei (MGO-C). Datoritd acestei metode pot fi determinate de-
plasarile termoelastice. La baza MGO-C sta calcularea unei integrale pe volum de la produsul
dintre FG a conductibilititii termice si ©@. In acest caz solutiile obtinute in urma rezolvirii
PL sunt exprimate indirect prin actiunile termice initial cunoscute.

Deci, FG are un rol extrem de important in obtinerea solutiilor integrale pentru PL din
teoria termoelasticitatii si nu numai. De aceea, obtinerea unor astfel de solutii aduce un aport
in domeniul mecanicii corpului solid si este apreciata de specialistii din domeniu. FG sunt
aceleasi linii de influenta binecunoscute din domeniul Mecanicii Structurilor, care sunt functii
de 1D [I}, 2, TT]. FG pot fi utilizate si la rezolvarea problemelor de 2D sau 3D.

Impedimentele pentru obtinerea solutiilor integrale sunt: construirea FG in conductibilitate
termics; determinarea © si calculul integralei pe volum de la produsul acestor functii.

Avantajul acestei metode: uneste in sine ambele procese de rezolvare a PL in termoelas-
ticitate. Daca se rezolva o PL concreta, un alt avantaj este obtinerea tuturor solutiilor integrale
posibile pentru diferite legi care descriu actiunile termice.

Dezavantajul metodei: la obtinerea solutiilor pentru corpurile carteziene care au linii drepte
sau planuri paralele cu axele carteziene, utilizarea MGO-C nu este posibila. Situatia se explica
prin faptul ca, pentru aceste domenii, functiile potentiale termoelastice sunt inca necunoscute.

Metoda reprezentarilor integrale armonice (MRIA) consta in obtinerea FPTG printr-
o noua abordate, direct din ecuatiile Lame sau Beltrami-Michel, in dependenta de tipul conditii-
lor de limita (CL). Aceasta metoda a fost dezvoltatd de prof. univ., dr. hab. Seremet Victor
[17], |26}, p. 105]. La baza MRIA a stat determinarea formulelor structurale (de bazi) generale a
dilatarii de volum si a deplasarilor termoelastice. Datorita acestor formule structurale generale
nu este necesara determinarea prealabila a caAmpului de temperatura de la actiunile termice,
asa cum se realizeaza in metodele clasice. Folosind MRIA solutiile obtinute in urma rezolvarii
PL sunt exprimate direct prin actiunile termice initial cunoscute, iar integrala care trebuie sa
fie rezolvata este una de suprafata si nu de volum, ceea ce usureaza calculul integral.

Principalele beneficii: nu trebuie si fie deduse functiile de influentd ©®; nu este necesar
sd fie realizat calculul complex al produsului dintre FG din conductibilitate termica si ©®);
metoda propusa poate fi extinsa pentru mai multe domenii canonice ale sistemului de coordo-

nate cartezian.



Dezavantajul pentru MRIA este necesitatea obtinerii formulelor structurale generale, daca
se doreste rezolvarea unor PL noi pentru alte sisteme de coordonate. Pentru fiecare sistem de
coordonate (cartezian, polar, cilindric, sferic, curbliniu etc.) aceste reprezentari integrale sunt
diferite, insa odata deduse pot fi folosite la rezolvarea unui set de probleme din acel sistem.

Capitolul 2. Solutii integrale termoelastice pentru PL 2D. Este prezentata metoda
de obtinere a solutiilor integrale ale deplasarilor si tensiunilor termice folosind MRIA pentru PL
2D sub forma de fasie. Pentru aceasta, preventiv s-a construit FG a aceluiasi domeniu si s-au
dedus FPTG. S-au obtinut expresiile pentru campul de temperaturd cu CL de tip Dirichlet si
CL de tip mixt. Folosind aceeasi MRIA au fost obtinute expresiile analitice ale deplasarilor si
tensiunilor termice pentru un domeniu in forma de patrime de plan. Datorita metodei Maysel
au fost deduse solutiile analitice ale deplasarilor si tensiunilor termoelastice pentru semifasie.
Au fost obtinute reprezentarile grafice pentru o PL in forma de dreptunghi. Pentru expresiile
obtinute: FG, campul de temperatura, tensiunile termice in fasie, patrime de plan si semifasie
folosind programa Maple 18 au fost prezentate grafic aceste relatii, cu analiza ulterioara a lor.
Au fost validate rezultatele folosind MRIA pentru PL 2D.

Pentru a evita rezolvarea unei PL suplimentara (cAmpul de temperaturd) in [22), 23],[24]
p. 94],]26L p. 11] V. Seremet a propus generalizarea formulei Maysel si a formulei integrale

Green:

u; (€) za_l/F(x)Ui(x,f)dV(x) —/T(y)%ﬁy’@dpl)(y)
+ aaTéj)Ui(y,f)dFN(y)Jral/ [aT(y)Jraa&TTEj)} Ui(y, €)dTa(y);i = 1,2,3,  (2.1)

unde: U; - FPTG; I'p, I'y si 'y - sunt parti componente a suprafetei corpului I' = I'p UT' y ULy,

si reprezintd CL de tip Dirichlet (temperatura 7T'(y)), Neumann (fluxul de cildura aaaTT(yy))

si mixt (are loc schimbul de caldura dintre mediul exterior si suprafata corpului dupa legea
T (y)

aT(y) + GW] ); a - coeficientul conductivitatii de temperatura; F'(z) - sursa interioard de

caldurd; « - coeficientul conductibilitatii convective de caldurd; v = a;(2u + 3\) - constanta

termoelastica; a; - coeficientul dilatarii termice liniare; A, i1 - constantele de elasticitate Lame.

Daca sunt cunoscute deplasarile termoelastice U; si u;, atunci pot fi calculate tensiunile
termice 7;;(x, &) si 0;;(€) in baza legii Duhamel-Neumann [I5, p. 5], [34] p. 476]:

G = p(Ui; +Uji) + 0;;(AO —vGr); © = U p(x,6)54, 5,k = 1,2,3; (2.2)

oij = iy + uji) + 05 (AN — T30 = wppid, . k = 1,2,3, (2.3)

unde: o;; - functiile de influenta ale tensiunilor termice de la o sursa unitara punctiforma de

caldurd; o;; - tensiunile termice de la actiunea termica; d;; - simbolul Kronecker, G - FG.

8



Pentru determinarea o;; poate fi utilizata si formula integrala de tip Green [25, p. 555]:

o =a” [P gave) - [T + [ w e 0)
v o J
tat / [aT(y) + aagéy)] i (y, €)dTa (y):4, 5 = 1,2,3. (2.4)

Tar

Conform MRIA [26] p. 108| reprezentirile generale integrale ale FPTG pentru un domeniu

general al sistemului cartezian de coordonate se scriu in felul urmaétor:

Uife.€) = =3-1600(0.6) = g gsaiGile.§) + 3Ga(w. )
- [ g - 20 Gy, par) 25)
unde: Vile.9) = Uian) + 55 [0+ 0Ol ) =Gl = 1,23, (2.6
000.6) = 175:Cole. O+ [ |5t 0w | Goln ). (27)

Gr(z,§),Gi(2,€),Ge(x, &) - FG in dependentd de CL pentru U; si OU;/Onr.

Functii de influenta si solutii integrale termoelastice pentru fasie.

La determinarea FPTG si a solutiilor integrale este necesar de construit FGEP a aceluiasi
domeniu pentru care trebuie sa fie obtinute solutiile. S-a construit FG G(z,§) pentru fasia
V=(-00<z <+400,0 <29 < a),x = (11,22) €V, £ = (&,&) € V 3], cu conturul
[' = Ty a1, ce verifica ecuatia Poisson: V2G(x,&) = —d(z — &), cu CL de tip Neumann.

Metodologia de construire a FGEP este prezentata in sursele [8, p. 36], [9, p. 27|, [24] p. 302],
[27, p. 144]. Pentru rezolvarea acestei probleme s-a utilizat separarea variabilelor. FG s-a scris
in serii trigonometrice Fourier infinite. Folosind CL aceasta capata o forma mai redusa, care
s-a substituit in ecuatia Poisson si s-a obtinut o ecuatie diferentiala. In urma rezolvirii acestei

ecuatii si prezentarii ei in functii elementare, s-a obtinut expresia finala a FGEP:

Gop- Lupg 0= (2.8)
Amr (71 51);1,1 > €
a2
unde: T 2T
—(z1-61) T —(z1-&1) (2.9)
E=1-2e0 cos —(xy — &) + e @2 s By = E(x;61; —&). '

ag

S-a folosit programa Maple 18 si s-a construit graficul FG (2.8)) cu analiza ulterioara.
Apoi, s-a determinat cAmpul interior de temperatura in fasia V, daca pe latura o = 0

actioneaza un gradient de temperatura Tsg(y1,0) = const, iar pe xo = as, To1(y1, as) = const.[4].
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S-a folosit urmatoarea formula integrala generala pentru domenii 3D [32] p. 382]:

7)< [ FOGw.0av(©) - [ T XD ary ) + [ ZE) G50 )iy e
rat [ ot +a %52 G vt (2.10)

Conform formularii problemei, expresia se va scrie intr-o forma mai simplificata si se
observa ca pentru a determina campul interior de temperatura este necesar de a construi FG
care verifica ecuatia Poisson pentru fasia V' cu CL de tip Dirichlet. Folosind programa Maple
18 s-a construit graficul acestei FG. S-a derivat FG pe normala exterioara a laturilor zo = 0 si
Ty = as. In urma simplificarii si a rezolvarii integralelor, s-a obtinut expresia finala de calcul a

campului interior de temperatura:

T T
—(d==1) T —(c—a1) T
ed2 — cos 2 e @2 — cos 2
a a
T(xy,z9) = — |arctg s 2 — arctg T 2
sin —= sin —=
[25) a2
_ T . .
—(g—z1) T —(f-=1) T
2 2
T e@2 + cos — e @2 + cos —
21 (05)) [45)
+ — arctg —; — arctg —75 (2.11)
sin —— sin ——
[25) a2

Graficul caAmpului interior de temperatura in fasia V' cu CL de tip Dirichlet s-a construit

folosind programa Maple 18 si este prezentat in Figura a).

7>,
| 7 ’/

|
il

7777771
27711777
Sy,

_15—10

Fig. 2.1. Graficele cAmpurilor interioare de temperatura pentru fasia V(—15 < x; < 15,
0 < x5 <10), a) CL de tip Dirichlet, ) CL de tip mixt.

S-a determinat campul interior de temperatura in fasia V', cu CL de tip mixt [5].

Rezolvarea acestei probleme s-a facut analogic metodologiei folosite in problema precedenta.



Utilizand programa Maple 18 s-a construit graficul cAmpului interior de temperatura in fasia
V. Graficul este prezentat in Figura 2.1 ). Ulterior au fost analizate aceste grafice.

Solutii integrale pentru fasia termoelastica cu CL de tip Dirichlet.

S-au determinat tensiunile termice o;; (§) pentru o problema particulara de limita sub forma
de fasia V' de la actiunea unor gradienti de temperatura aplicati pe ambele laturi I'yy si I'y; ale

domeniului. CL sunt prezentate in Figura[2.2 a).

b) .

Y
aZ
—
Y

=

! =0 0 G=0 )\, X,
,,=0

20
0~

Fig. 2.2. Schema fasiei V', a) conditii de limitd mecanice uy, o9 si termice T
b) conditii de limita mecanice Uy, Gay si termice Gr.

La rezolvarea acestei probleme s-a utilizat MRIA. Conform relatiei , pentru a deter-
mina o0;;(§), trebuie sa fie cunoscute 7;;(x, ), dar pentru aceasta este necesar de stabilit dupa
formulele structurale - relatiile pentru Us(z,§) si ©(x,£). S-au determinat FPTG
pentru fasia V' cu CL din Figura[2.2] b), prin rezolvarea ecuatiilor Lame:

nVeUi(z, &) + (A + w)O¢, (2, €) — 1Grg, (,€);i = 1,2, (2.12)

si ecuatia de tip Poisson: ViGr(x,€) = —6(x — €£);x,E € V. (2.13)
Datorita legii Duhamel-Neumann scrisa pentru tensiunea termica ooo si folosind CL
pentru laturile marginale: Ty = 0 si G = 0, sirul CL poate fi suplinit pentru I'yy si I'y;:
Gr=0;U1=0=U11=0,G1 =0;02 =0;Uz2 =0;G22=0= 0 =0;Gg = 0. (2.14)
Din |24 p. 112], [27), p. 17] s-au extras expresiile pentru Gr, Gg, Gy, iar din [3] pentru Ga,
ce coincide cu formula si s-au substituit in expresia dilatérii de volum ([2.7)):

O(x,€) = 5 j 3, Gr(,6). (2.15)

FPTG pentru fasie se scriu folosind ([2.5)). Datoritd CL (2.14)) si folosind expresiile pentru
G si O(z,§) (2.15), pentru i = 1, s-a obtinut relatia finala a deplasarii Uy (z, §):

g
Ui(z,§) = m(& —x1)Gr(7,§). (2.16)

In acelasi mod s-a determinat deplasarea termoelastica Uy, pentru ¢ = 2. Integrala de pe

latura marginala I'yy este egala cu zero conform CL. Fasia are o latime egald cu as, deci yy se
11



substituie prin as. Se reduc termenii asemenea si se obtine o noua expresie a deplasarii termice
Us,. In urma rezolvarii integralei nou formate se obtine FPTG pentru deplasarea Us:
v 0G7(x,§) //8GTx£22
Up(z,6) = —— (& — ) | —E05g a2e2| . 2.17
S-au verificat expresiile obtinute dupa CL atét cele mecanice, cat si cele termice.
Tensiunile termice 7;;(z,§) s-au determinat folosind relatiile (2.15]) - (2.17) si s-au inlocuit

in formula Duhamel-Neumann (2.2). In urma calculelor efectuate s-au obtinut:

_ . ey _ 0 Ez
1(z,§) = O 20 [(51 1‘1)8& } In —; (2.18)
5 S B PP b,
0'22(1‘,5) = 47‘(‘()\ T 2M> [(fl Jfl)agl + 1:| In — E (219)
_ _ By 0 . By
o12(z,§) = m(fl - fl)a& In— (2.20)

S-a folosit programa Maple 18 pentru a construi graficele tensiunilor termice &;;(x, &) (2.18))
- In Figura , a) este prezentat doar Goo(z, £). Ulterior s-au analizat aceste grafice.

La determinarea tensiunilor termice 0;;(§) s-a utilizat formula (2.4)), unde rezulta: F(z) =0,
8875 v — [ozT( )+ aaT(y)} = 0. Expresiile pentru 7;;(z;¢) - pentru fasia V cu

CL indicate in Figura 2.2 -, b) fiind deja cunoscute. S-a folosit formula de integrare prin parti si

s-au obtinut expresiile finale ale tensiunilor termice o;;(&):

7T( 1) ’
—WY1—q1
1y 9 e @2 — oS al&
=— ———< 1 InFE 4 arct 2
J11<f) 27T()\+2N) 20 (fl y1)a€2 n Lo + 4arctg P
p)
b
T g
_(yl_fl) TT
8 e @2 4+ cos a—€2
— Ty | (& — yl)((){g In Fy,, — 4arctg — 2 : (2.21)
sin a2£2
f
% 0 ¢ 0 g
= ——— T — InFE — —1In Fy, ; 2.22

C

g }

f
(2.23)

S-au construit graficele tensiunilor termice o;;(&) (2.21]) - (2.23)) folosind programa Maple

nffie w1

oul®) = gy H“l ), = 1| mEa] %

b

18. In Figura , b) este prezentat doar graficul o99(§). Ulterior s-au analizat aceste grafice.
12
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Fig. 2.3. Graficele tensiunilor termice Tas(x, &) si 092(&) in fasia V.

Tot in acest capitol au fost obtinute tensiunile termice 0;;(§) pentru o problema particulara
de limita in forma de patrime de plan P(0 < z;, 25 < oo) cu aumite CL [I3]. In limitele
acestui domeniu este aplicat un gradient de temperatura 7' = T'(y;,0) pe un anumit segment de
pe latura marginald 'y (0 < y; < 00;y2 = 0). La rezolvarea acestei probleme s-a folosit MRIA.
Pentru aceasta s-au obtinut tensiunile 7;;(z, ), dar nu inainte de a fi stabilite expresiile pentru
deplasarile termice U;(z, £). Folosind programa Mape 18 au fost construite graficele tensiunilor
termice 7;;(x, &) si 0;;(€) pentru patrimea de plan P. In final au fost analizate aceste grafice.

Solutii integrale termoelastice pentru semifasie

S-au determinat tensiunile termice o;;(€);4,j = 1,2 in semifasia K = (0 < z; < o0,
0 < 29 < ay), de la actiunea unui gradient de temperaturd AT (z) aplicat in limitele unui

dreptunghi K' =[a < 27 < b,¢ < 2y < d] € K [30]. CL sunt prezentate in Figura .

x, 4 u,=0
=0
u,=0 L %

A —r
o =0 | To I~ l S

2 YW —————- J_f
) J

a
Flo '_" b u1=0 \F20 X
0,~0

Fig. 2.4. Schema semifasiei cu conditiile de limita mecanice 011, 012, 022, U1, us si termice Tp.

Y

Pentru rezolvarea acestei PL s-a folosit formula Maysel din [34], p. 483]:
u(€) = fy/AT(x)@(i)(x,f)dxldxz;i =1,2. (2.24)
v

13



Expresia pentru O (x, £) s-a extras din [24, p. 115]. Functiile din expresia obtinuta (2.24)
s-au substituit in legea Duhamel-Neumann (2.3), s-au rezolvat integralele respective si s-au

obtinut relatiile finale pentru tensiunile termice o;;(§):

uT —1lo; (e K T Ty, €K
on(§) = 7T()\—+02)F(5) + ;o2(8) = _71'(/\——|—02)F(£) + ;
a 0, £eQ s 0, £eq
o~ o~ zo=d z1=b
Tt EEVESE
o12(€) = — myto EEabela (2.25)
AT(N+2u)  EE,EyEq o
Functia F'(§) este exprimatd prin urmatoarele relatii:
_ ~ _ ~ ~ _ ~ _ qai1=bjze=d
F(f): _f+f1+f2—flz—f+f1+f2—f12] ; (2.26)
r1=a;x2=c
- e(m/202)@1=81) 1 cos(m/2ay)(zy — &) » e(™/2a2)@1=8) — cos(1/2as)(v2 — &)

f = arctan ; f = arctan

sin(m/2as)(z2 — &) sin(7/2as)(z2 — &2)

Ji= fla: =61, &) o = fla:&, —&); fra = [l =&, —&);
fi=Fa—6,8) fo = fla &, —&); fia = fla;—&1, —&).
Graficele 0;;(£), pentru semifésia K s-au construit folosind programa Maple 18. Doud din

aceste grafice sunt prezentate in Figura[2.5] Ulterior au fost analizate aceste grafice.

0_

ST 100
A |
Eﬁ -200-1
£ |
-300-]

15
10

2 5
& [m] 0 &1[m]

Fig. 2.5. Graficele tensiunilor termice o11(&) si 012(§) in semifasia K = (0 < 27 < 10,
0 < 25 < 10) de la actiunea unui gradient de temperatura aplicat in limita unui dreptunghi.

In lucrare au fost obtinute reprezentirile grafice ale functiilor Green pentru tensi-
unile termice intr-un dreptunghi D = (0 < 27 < a1, 0 < 25 < as); a1 = 8m,as = bm,
de la actiunea unei surse unitare punctiforme de caldura aplicata in punctul cu coordonatele

x1 = 4m, x5 = 2m [10]. In final au fost analizate graficele date.

14



Validarea PL 2D. Cu aplicarea MRIA s-au determinat FPTG (U;(z,§)) pentru o PL in
forma de patrime de plan P cu anumite CL. In literatura de specialitate [28] sunt cunoscute
aceste expresii, PL fiind rezolvata prin MGO-C. La compararea acestora se atesta ca ele coincid
in totalitate. Deci, rezultatele obtinute la rezolvarea PL folosind MRIA sunt exacte.

Capitolul 3. Solutii integrale termoelastice pentru PL 3D. Au fost obtinute FPTG
si solutiile analitice ale deplasarilor termice u;(£) pentru semispatiu prin MRIA. Folosind pro-
grama Maple 18 au fost prezentate grafic expresiile FPTG (3 pentru deplasari termoelastice
si 6 pentru tensiuni termice) si ale solutiilor integrale pentru deplasarile termice (9 grafice).
Folosind MGO-C a fost rezolvata o PL in sistemul de coordonate sferic, au fost deduse FPTG
si solutiile integrale termoelastice pentru pana sferica. Au fost prezentate 12 grafice ale solutiilor
integrale ale deplasarilor termice pentru pana sferica, cu analiza ulterioard a acestor grafice.
Au fost validate rezultatele obtinute pentru PL 3D prin MRIA.

Functii de influenta si solutii integrale pentru semispatiul termoelastic.

S-au determinat deplasarile termoelastice u;(§); ¢ = 1,2,3 pentru o problema particulara
de limita intr-un domeniu de forma unui semispatiu S(0 < 21 < 00, —00 < g, x5 < 00) [0
In limitele acestui domeniu actioneaza un gradient de temperatura 7y = const. pe un anumit
segment de pe axa z3 a planului marginal I';o(y; = 0, —00 < yo,y3 < 00). CL termice si cele

mecanice pentru problema particulara sunt prezentate in Figura , a).

b) A u=0

Fig. 3.1. Schema semispatiului S, a) conditii de limitd mecanice u;, ug, uz si termice T
b) conditii de limita mecanice Uy, Uy, Us si termice Gr.

Pentru a rezolva problema enuntata mai sus, este necesar sa se determine FPTG ale de-
plasdrilor termice U;(z,§) pentru semispatiul S cu CL prezentate in Figura 3.1} ).

Initial s-au rezolvat ecuatiile Lame cu CL prezentate:

17E Ui, &) + (A + p)O ¢, (2, €) = vGre,(x,€) = 03i = 1,2,3. (3.1)
La rezolvarea acestei probleme s-a utilizat MRIA prin folosirea formulelor structurale U;(x, §)

si O(z, &) care au fost demonstrate in teorema 13 din monografia |26, p. 154].

Expresia finald a dilatarii de volum este:
15



0,8 =

(A +2p)

_ _ 2u J
1 1 1 1

(3.2)

In urma calculului s-au obtinut FPTG ale deplasirilor termice Ui(z,€) in semispatiul S:

Ul(xvé) = {7 1

(A +2p)

U2(x7£) = S !

(A +2p)

Us(w,€) = 8w .

i} 5 .

(51 - xl)(Rfl - Rfl) - 2513151371—]%171 )
& |
5 .

(& —m) (R = R{Y) — 20,6 B~ Ry | ;
0& |

87\ +20) (€&~ a) (B — RTY) ~ 2m,6 B S RT

083

(3.3)

(3.4)

(3.5)

Folosind programa Maple 18 au fost construite graficele deplasarilor termice Us(x,§) in
semispatiul S. Doud din aceste deplasari termice Uy (z, &) si Uy(x, ) sunt prezentate in Figura

[3:2] Ulterior au fost analizate aceste grafice.

S SOTS oo

TSSO
LS esieeien
Saete

4 6
g [m]
1

Fig. 3.2. Graficele deplasiarilor termice Uy (z, &) si Us(x,€) in semispatiul S in limitele
0 <& <105 & =1; —10 < & <10 de la actiunea unei surse unitare punctiforme de caldura.

Substituind expresia pentru FG Gr(z,§), a dilatarii de volum ©(x, ) (3.2) si a deplasarilor
Ui(x,€) (3.3) - (3.5)) in legea Duhamel-Neumann (2.2)) s-au obtinut toate cele 6 functii 7;; [12].

In continuare sunt prezentate doar 2 din acestea:

_ B Y 0 _ 0 _
) = g (€ 03 1] 7= (8 1)

0 0
+2xlB‘1a—§1R‘1 (1 — 2516—&}%1‘1) } : (3.6)
0 0
Gia(x,§) = m { {(51 — Il)(‘)_& + (& — 302)8—51} (R'—Ry")
S, 0 0 __
—4IE1§13 la_&a_&Rl 1} . (37)



Au fost construite toate cele 6 grafice ale tensiunilor termice 7;;(x, £) in semispatiul S. Doua

din aceste grafice sunt redate in Figura (3.3

a)

-0.01]
'S -0.027
, ]
= 003
= ]
& -0.041

-0.057

-1

Fig. 3.3. Graficele tensiunilor termice 11 (z, &) si T12(z, &) in semispatiul S in limitele
&1 =0,5; —10 < &, &3 < 10 cauzate de o sursa unitara punctiforma de caldura.

S-au determinat deplasarile termoelastice u; in semispatiu S pentru o problema particu-
lara de limita. Conform conditiilor termice de limita rezulta: F(x) = 0, a(0T(y)/0On,) = 0,
(2T (y) + a(0T(y)/On,)] = 0. Semispatiul S este actionat doar de un gradient de temperatura
aplicat pe segmentul (y; = 0;y, = ¢;a < y3 < b) de pe planul marginal T';jg(a, b, c € T'1p;a < b)
[6]. S-au substituit pe rand expresiile U; din relatiile - in formula integrala de tip

Green (2.1]), s-au rezolvat integralele si s-au obtinut expresiile finale u;(€) in semispatiul S:
b

7 G —&)
up = 2r(A+3u) [+ (c— &) R, (3.8)
_ T & —o(ys — &) ’ _ 1 & ’
T w03 [+ (- &) Ruol, =5t 3m) Rul, )

Graficele deplasarilor termice u; in semispatiul S au fost construite folosind programa Maple.
Doua din aceste grafice sunt prezentate in Figura Ulterior au fost analizate aceste grafice.

In tezi sunt prezentate si alte 6 grafice ale deplasarilor u;(€) in semispatiul S in limitele
0<& <10; —10 <& <10, iar & = 1sipentru 0 < & < 10; —10 < & <10, iar & = 1.

Functii de influenta, formule integrale si solutii explicite pentru pana sferica
termoelastica. S-au determinat functiile termoelastice Green si a formulei integrale de tip
Green pentru o pana sferica izotropa 3D V(0 < r < 00;0 < ¢ < ;0 < 8 < 7); a = 7/n;
n = 2,3,4.., care este limitatd de semiplanurile I',o(0 < r < o0;¢ = 0;0 < < ) si
[pa(0 <r <ooj¢=a;0 < <) unde coordonatele sferice folosite sunt: r, ¢, 5 [29].

Formula integrald de tip Green este obtinuta pe baza functiilor termoelastice Green U, (M, N).

Acestea reprezinta functiile de influenta de la actiunea unei surse unitare punctiforme de caldura
17
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Fig. 3.4. Graficele deplasirilor termoelastice u(&) si uz(€) in semispatiul S in limitele & = 1;
—10 < &,& <10 de la actiunea unui gradient de temperatura.

descrisa de functia Dirac, aplicatd intr-un punct M (r, ¢, 3) € V si a deplasarilor termoelastice
aplicatd in punctul N(p,1,9) pe directia axelor ¢ = p, ), .

La rezolvarea acestei PL a fost utilizata MGO-C. La baza formularii si rezolvarii acestei
probleme a stat necesitatea determinarii deplasarilor termoelastice in corpuri cu coordonate
sferice (pana sferica) prin generalizarea MGO-C. Pentru determinarea functiilor ©@ (M, N)
s-a folosit o metoda speciala. Aceastd metoda este bazata pe solutiile reprezentarilor integrale
propuse pentru ecuatiile fundamentale Lame a elasticitatii, prin intermediul FGEP care permit
determinarea dilatarii de volum la limitele panei sferice.

Pentru a obtine functiile termoelastice Green si formula integrala de tip Green pentru pana
sferica V, s-a folosit formula integrala generala Green in termoelasticitatea necuplata si formula
integrala pentru functiile de influenta termoelastice alcatuite de catre V. Seremet.

Conform teoriei termoelasticitatii necuplate, formularea PL consta din ecuatiile neomogene

Lame, scrise pentru un punct interior arbitrar M = (r, ¢, ) cu CL mecanice omogene:

A N N U DO R o, or_,
i _V Ur = 3 ur+sin58ﬁ(uﬁsmﬁ)+sinﬁ P +(A+u)@r+var =0;

[, 2 (Ou, ug cos 3 Qu, (A+p) 08 ~OT

i - - AT el 3.10
HVus r2\ 08 2sin’fB  sin?p Oy * r af%ag ’ (3.10)
2 ou, ou u (A + ) 00 v oT

2 - e SR /et IS e

a {V uw—i_TQSinB (8@ ety Oy rsinﬁ)] * rsin 3 890+7"sinﬁ690 0

unde: 6 - dilatarea de volum termoelastici; V? - operatorul diferential Laplace.
Campul de temperaturd 7' din (3.10]) trebuie sd fie determinat din PL a conductibilitatii

termice a ecuatiei Poisson:
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VT (r,¢,B8) = —a ' F(r,, B). (3.11)

Folosind functiile de influenta U, = U,(M, N) din [7, 18| 19, 20, 21|, 22|, [24], p. 94], solutia
(cAmpul deplasarilor termoelastice) PL termoelasticd cu ecuatiile (3.10)) - (3.11) pot fi scrise

direct folosind urmaéatoarea formula integrala de tip Green:

Ug(N) = a™! / F(M)U,(M, N)dV (M) — / T(M)%Ai’md%(ﬂ)

'y MY,

Avantajul acestei formule este ca deplasarile termoelastice cautate U, (V) sunt determinate
sub forma de integrald, direct de la actiunile termice. Dupa determinarea deplasarilor ter-
moelastice, folosind formula integrala de tip Green, respectivele tensiuni termice sunt calculate

folosind legea Duhamel-Neumann:

Oq = 2peq + (N —T); ¢, 1 = p, 1, 0. (3.13)
Functiile U, (M, N) (3.12)) au fost determinate in baza formulei integrale [18, 211, 24]:
U,(M,N) = 7/G(M, NYOW(N' | N)YdV(N'); M,N,N €V, (3.14)
v

unde: G este FG pentru o PL a conductibilitatii de caldura ce corespunde unei surse unitare
punctiforme de caldura.

@ — 2= | oy@ ® B
+ ( et sinf Oy + ap

or r
0@ - sunt functiile de influenti a dilatérii de volumul elastic, unde Us(q)(]\/[ yN);s =10, 0

+ ctgﬁUéq)) , (3.15)

q = p,, 6 sunt componentele deplasarilor tensorului elastic Green, adica deplasarea punctul
M pe directia s datorita unei forte unitare aplicate in punctul N pe directia q.

FG G din ecuatia (3.14]) s-a determinat din urmétoarea ecuatie a conductibilitétii de caldura:

V3,G(M,N)=—6(M — N); M,N cV,M = (r,¢,3); N = (p,,0), (3.16)
cu conditiile omogene de limita corespunzatoare.
In final, functia U,(M, N) este o functie de influentd dubld, care ia in considerare ambele
fenomene fizice (conductibilitatea de caldura si elasticitatea) a corpului solid.
S-au determinat deplasarile termoelastice sub forma de integrala de volum si de suprafata
pentru pana sferica, care este un caz particular a formulei integrale generale din . Pen-
tru aceasta, in primul rand, s-au construit functiile de influenta a deplasarilor termoelastice

U,(M, N). Apoi, s-a calculat (pe baza functiilor de influentd U,(M, N)) alte functii de influenta
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Uq(M ,N), 8Uq(M ,N)/Onyq de pe semiplanul marginal I',, 'y, a panei sferice si s-a scris for-
mula integrala de tip Green pentru respectiva PL a termoelasticitatii. La final s-a demonstrat
ca functiile de influenta obtinute si formulele integrale de tip Green satisfac CL respective.
Campul deplasarilor u,(N) a punctului interior N = (p,v,6) pentru pana sfericd termoe-
lastica V' a fost determinat folosind ecuatiile neomogene Lame si M = (r,0,8) € Ty,

M = (r,a, B) € ', pentru semiplanul marginal I' ;g si 'y, cu urmatoarele CL de tip mixt:
Lpo = uu(r,0,8) = 0;0,5(1,0,5) = 0, (r,0,8) =00 =00 < <m0 <7 <oo; (3.17)
Lo = 0up(r, o, B) = 0;ug(r, o, B) = up(r,a, ) =00 =00 < <m0 <7 <oo, (3.18)

unde: oy, 0,3 Si 0y, sunt tensiunile tangentiale si normale care se determina cu ajutorul legii

Duhamel-Neumann ((3.13]).

Campul de temperaturd T'(M) din (3.10) determinat de la actiunea unei surse interioare de
caldura F'(M), flux de caldura Syo(r,0,5) (CL de tip Neumann) si temperatura T, (7, o, 3)

(CL de tip Dirichlet) trebuie sa satisfaca urmatoarea PL in conductibilitate termica:

VAT(M) = —a*F(M); M = (r,0,) € V;0T'(r,0,8)/0nr,,, = a 'Sy(r,0,8); 0 =

T(r,a,B)=f(r,a,B);p=a;0 < <m0 <7< o0. (3.19)

Daca se respecta urmatoarele conditii:
///|F r, 0, B)|r?drdpdB < oo; //|S¢0 r,0,8)|rdrdf < oo; /Twa r,a, B)rdrdf < oo,

" (3.20)

atunci solutia PL a termoelasticitatii, folosind ecuatiile (3.10]) si (3.17)) - (3.20]) la determinarea

uy(N') pentru pana sferica V', poate fi prezentata prin urméatoarea formula integrala tip Green:

7// r,0, AYU(r, ¢, B; N)r*drdipdf +// (1,0, 8)Q,0(r, 0, 8 N)rdrdp3

—//Tw(r,a,B)Qw(r,a,ﬁ; N)rdrdfp; N = (p,v,9). (3.21)
0 0

Pentru a obtine matricea U (M, N) pentru PL a ecuatiilor (3.10)) si (3.17)) - (3.20]), s-a folosit

formula integrala din ecuatia (3.14). Functiile G(M, N) si ©@ (M, N) in aceasti ecuatie sunt
FG pentru problema mixta a conductibilitatii termice si, respectiv, functiile de influenta de la
o forta unitard concentrata d,6(M — N) a dilatérii de volum in teoria elasticitétii pentru pana
sferica V. Deci, pentru a obtine FG G(M, N), trebuie sa fie rezolvatd o PL, care constd dintr-o

ecuatie a conductibilitatii termice cu conditiile omogene de limita, similare (3.19)):
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0G0 =0;0<r<o0;op=0,0<8<mG=0;0<r<oo;o=0a;0<p <. 3:22)
Aplicand metoda [31], 32], FG pentru PL s-a obtinut in functii elementare:
G = (4m)7" S 1(-1)““)(}-3,;1 +R;)), (3.23)
k=0
unde: Ry = /12 + p? — 2rpcos(¢ — wi); Ry = /72 + p* — 2rpcos(¢ + wy);
cos(¢ — wy) = sin B sin ) cos(p — 1 — 2kw/n) + cos 5 cos ¥; (3.24)

cos(¢ + wy) = sin fsin v cos(p + ¢ — 2kmw/n) + cos B cos V.
Pentru a obtine functiile de influentda ©(@ (M, N), s-a rezolvat urmatoarea PL a teoriei

elasticitatii cu conditiile omogene de limita, similare celor din ecuatiile (| W - (3.18):
U9 (r,0,8) = 0:09(r, 0, 8) = 0@ (r,0, 8) = 0 (r, 0, 8) € Tyo;

(3.25)
ol@(r,a, B) = 0; UY (r,r, B) = UD(r, a, B) = 0; (1, 0, 8) € Ty,

apoi, in baza deplasarilor UggQ)(M, N);s=r,p,06,q=p,1,9,si aregulei din (3.15]) s-a calculat

dilatarea de volum elastica, care are forma:

n—1
0@ = —(\+2) ' LY G5 G = (4m) 7 D (DR + Ry)). (326)
k=0

S-au inlocuit functiile G(M, N) si ©@ (M, N) din ecuatiile (3.23) si (3.26]) in expresia (3.14)),
pentru pana sferica V. Apoi, aceasta integrala de volum s-a calculat intr-un mod special si

folosind caracteristica functiei Dirac, s-a obtinut urmatoarele FPTG in functii elementare:
Uy(M, N) 5?2 ) (R (M: p 0, 9) + Riy (M; p,00,9)) (3.27)

Deplasérile termoelastice u, (V) in forma finald se vor scrie:

oo o T

n—1
w(V) = -mL® S (00t | [ [ [ Pl p)(Rulri 0,500 0 drdpap
0O 0 O

k=0
+ de)(ra @,ﬁ,p,w,ﬁ))TQdT’dQOdﬁ —|—2//50(7“,O,ﬂ)Rk(r,O,B;p,¢,ﬁ)rdrdﬂ
00
-2 / / f(r,a, B)2rpsin Bsinvsin(a — ¢ — (2k7/n)) (3.28)
00

X R (r o, B p), 0, 9)rdrdB; N = (p,p, )} .
Sunt prezentate doua exemple de aplicare: a dilatarii de volum @(‘J)(M ,IN) si a formulei
integrale de tip Green obtinute. In exemplul 1, au fost obtinute solutiile exacte in functii

elementare pentru o problema particulara de limita a termoelasticitatii pentru o pana sferica
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V, folosind functiile ©@ (M, N) si formula integrala Maysel. Deplasirile termice in aceasta PL
au fost obtinute de la actiunea unei temperaturi constante T'(M) = Ty = const. € V aplicatd pe
un segment de raza, daca suprafata I',o este izolata termic, iar pe suprafata I',, temperatura
nu este aplicatd. In exemplul 2 au fost determinate deplasarile ug(N) a PL de la actiunea unei
surse interioare de caldurd F(M) = Fy = const. € V aplicatd pe un segment de raza.

Folosind programa Maple 18 au fost prezentate 12 grafice ale deplasarilor termoelastice

radiale u, in patrimea de spatiu sferic V. Cateva din aceste grafice sunt redate in Figura [3.5]

X }_’}}\\\\\’\\“\a sigror 77l -‘ I
- E}m&{s;s i ;ﬁllllllllll/
‘\-“\“““b'mé ’II””I”
LK) Q"l[ ”””””I /
W
NS
Sl
N 7.?‘0"0 i

Fig. 3.5. Graficele deplasarilor termice u, in pana elastica V' pentru p = 2, 1m,
0<v <7/2,0<9 <, a) gradient de temperatura Tj si b) sursa interioard de caldurd Fp.

Aceste exemple demonstreaza utilizarea ©@ (M, N), nu numai pentru obtinerea functiilor
de influentd termoelastice U (M, N), dar si a formulei integrale de tip Green. In plus, functiile
O (M, N) au o importanta semnificativa independents pentru a rezolva direct PL in termo-
elasticitate, atunci cand campul interior de temperatura este cunoscut. Solutiile obtinute in
functii elementare in acest paragraf au un rol foarte important in dezvoltarea si examinarea
preciziei metodelor numerice folosite la obtinerea solutiilor PL respective pentru pane sferice
termoelastice. Acestea, de asemenea, pot fi utilizate in inginerie pentru calculul deplasarilor si
tensiunilor termoelastice in PL 3D pentru pana sferica V', conform CL.

Validarea PL 3D. Folosind MRIA s-au determinat tensiunile termice 7;;(x, £) pentru o PL
in forma de semispatiu S cu anumite CL. Au fost obtinute FPTG ale deplasarilor termoelastice
si dilatarea de volum. Aceste relatii s-au substituit in legea Duhamel-Neumann , astfel, s-au
obtinut relatiile pentru 7;;(z, §). In literatura de specialitate [34, p. 495] sunt cunoscute aceste
expresii pentru PL data, rezolvata prin metoda Papkovici-Neuber. La analiza acestor rezultate
s-a observat ca ele corespund in totalitate. Deci, s-a demonstrat, ca rezultatele obtinute in

urma rezolvarii PL folosind MRIA sunt corecte.
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CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

Problema gtiintifica importanta solutionata consta in generalizarea MRIA si aplicarea aces-
tei metode la obtinerea solutiilor integrale ale deplasarilor si tensiunilor termice, pentru domenii-
le canonice ale sistemului de coordonate cartezian si generalizarea MGO-C si aplicarea ei la
obtinerea solutiilor integrale ale deplasarilor termoelastice, pentru domeniile canonice ale sis-

temului de coordonate sferic.

1. A fost determinata FG pentru fasie cu CL de tip Neumann si prezentata grafic [3]. Aceasta
poate fi folosita in conductibilitatea termica stationara, pentru determinarea cadmpului
interior de temperatura pentru fasie, de la actiunea unei surse interioare de caldura si/sau
daca fluxul de caldura pe diferite intervale ale laturilor fasiei este diferit de zero. Aceasta

functie se va folosi la calcularea deplasarilor gi tensiunilor termice pentru fésie;

2. S-au determinat si prezentat grafic campul de temperatura pentru fasie cu CL de tip
Dirichlet [4] si de tip mixt [5]. Campul interior de temperatura deja determinat poate
fi folosit in domeniul termoelasticitatii la obtinerea deplasarilor si tensiunilor termice in

fasie;

3. In baza MRIA au fost obtinute FPTG pentru fasie si pitrime de plan cu CL enuntate in
problema [I3]. Au fost prezentate grafic aceaste deplasiri termoelastice. Datoritd acestor
functii pot fi determinate tensiunile termice de la actiunea unei surse unitare punctiforme
de caldura si tensiunile termice de la actiunea unei surse interioare de caldura distribuite
si/sau gradient de temperaturd, aplicat pe una sau ambele laturi ale fasiei sau ale patrimii

de plan;

4. Au fost obtinute tensiunile termice de la actiunea unei surse unitare punctiforme de
caldura si tensiunile termice de la actiunea unui gradient de temperatura, aplicat pe
ambele laturi ale fasiei si pe o latura a patrimii de plan pentru CL enuntate in problema,

cu prezentarea grafica a aceastor tensiuni [13];

5. Folosind MM au fost obtinute expresiile pentru deplasarile si tensiunile termoelastice
pentru semifasie, de la actiunea unui gradient de temperatura, aplicat pe o suprafata sub
forma unui dreptunghi cu CL enuntate in problema [30]. Aceste relatii pot fi folosite
pentru determinarea deplasarilor si tensiunilor termice in semifasie, de la actiunea unui
gradient de temperatura de orice valoare, aplicat in limita unui dreptunghi in interiorul

semifésiei cu CL enuntate in problema. Aceste tensiuni au fost prezentate grafic;
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6. In baza MRIA au fost obtinute FPTG pentru semispatiu cu CL enuntate in problema
[12]. S-au prezentat grafic aceste deplasari termoelastice. Datorita acestor functii pot fi
determinate tensiunile termice de la actiunea unei surse unitare punctiforme de caldura, a
deplasarilor si tensiunilor termice de la actiunea unei surse interioare de caldura distribuite

si/sau gradient de temperatura, aplicat pe suprafata semispatiului;

7. Au fost obtinute tensiunile termice de la actiunea unei surse unitare punctiforme de
caldura si deplasarile termoelastice de la actiunea unui gradient de temperatura, aplicat
pe suprafata semispatiului cu CL enuntate in problema, cu prezentarea grafica a aceastor

expresii [6];

8. Folosind MGO-C au fost obtinute FPTG pentru pana sferica termoelastica cu CL enuntate
in problema [29]. Datorita acestor functii, pot fi determinate deplasirile si tensiunile
termice de la actiunea unei surse interioare de caldura, flux de caldura si/sau gradient de

temperatura cu CL enuntate in problema;

9. S-au obtinut solutiile integrale ale deplasarilor termoelastice, pentru pana sferica, de la
actiunea unui gradient de temperatura sau a unei surse de caldura aplicate pe un segment
de raza cu CL enuntate in problem4, cu construirea acestor deplasari [29]. Aceste expresii
pot fi folosite pentru determinarea deplasarilor termoelastice in pana sferica, de la actiunea
unei surse de caldura sau a unui gradient de temperatura de orice valoare, aplicat pe un

segment de raza cu CL enuntate in problema;

10. A fost demonstrata veridicitatea MRIA la rezolvarea PL 2D si 3D.
Recomandari privind cercetarile de perspectiva:

1. Extinderea MRIA, fiind posibild aplicarea metodei la rezolvarea PL pentru alte domenii
canonice ale sistemului de coordonate: polar, cilindric, sferic, curbliniu etc. Pentru

aceasta trebuie sa fie deduse formulele structurale pentru fiecare sistem de coordonate;

2. Largirea arsenalului cu noi solutii integrale ale FPTG obtinute la rezolvarea PL, care pana
in prezent nu au fost deduse, atat pentru domeniile canonice ale sistemului de coordonate

cartezian, cat si polar, cilindric, sferic, curbliniu etc.;

3. Obtinerea solutiilor integrale pentru PL particulare si aplicarea lor in diverse domenii ale

teoriei termoelasticitatii;
4. Folosirea solutiilor obtinute in rezolvarea PL din domeniul termoelasticitatii cuplate.
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ADNOTARE

Cretu Ion. Solutii integrale in termoelasticitatea necuplata, teza pentru obtinerea

titlului de doctor in tehnica, Chisinau, 2018.

Teza include: introducere, trei capitole, concluzii si recomandari, 120 pagini text de baza
si 39 figuri, surse bibliografice din 122 titluri si 4 anexe. Rezultatele obtinute au fost publicate
in 10 lucrari stiintifice.

Cuvinte-cheie: solutii integrale, termoelasticitate, functia Green, functia de influenta,
deplasari termoelastice, tensiuni termice, conditii de limita, dilatare de volum.

Domeniul de studiu: teoria termoelasticitatii.

Scopul tezei: obtinerea solutiilor integrale in termoelasticitatea necuplata prin gene-
ralizarea metodei reprezentarilor integrale armonice (MRIA), folosirea metodei Maysel (MM) si
a metodei GO convolutiei (MGO-C) pentru probleme de limita noi a diferitor domenii canonice.

Obiectivele cercetarii: construirea functiilor Green; obtinerea solutiilor integrale pentru
campul de temperatura in baza functiilor Green; reprezentarile generale integrale ale functiilor
principale termoelastice Green (FPTG); determinarea FPTG in baza reprezentarilor generale
folosind MRIA pentru sistemul de coordonate cartezian si a MGO-C pentru domeniul canonic
sferic; calcularea unor integrale pe suprafata si pe volum la obtinerea solutiilor integrale; re-
zolvarea problemelor particulare in termoelasticitatea necuplata in baza solutiilor integrale prin
MRIA si MGO-C si a metodologiei de aplicare a formulei Maysel; trasarea graficelor folosind
programa Maple 18 si analiza ulterioara a acestora pentru FPTG si a solutiilor analitice pentru
campul de temperatura, deplasarile si tensiunile termice; validarea rezultatelor obtinute.

Noutatea si originalitatea stiintifica: largirea arsenalului de solutii integrale obtinute la
rezolvarea problemelor de limita prin generalizarea MRIA pentru domeniile canonice carteziene
si a MGO-C pentru domeniul canonic sferic si folosirea solutiilor integrale la rezolvarea prob-
lemelor particulare de limita noi.

Semnificatia teoretica: dezvoltarea MRIA si a MGO-C pentru domeniile carteziene si
sferice prin obtinerea solutiilor integrale datorita carora pot fi rezolvate probleme din termo-
elasticitatea necuplata.

Valoarea aplicativa: MRIA si MGO-C au avut un aport la marirea arsenalului de solutii
integrale din domeniul mecanicii corpului solid deformabil. Acestea au o importanta majora
fiind posibila rezolvarea altor probleme de limita noi din domeniu, sau pot fi folosite ca probleme
test pentru validarea metodelor clasice si numerice.

Implementarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele obtinute pot fi aplicate la deter-
minarea tensiunilor si deplasarilor termice pentru domeniile care au aceeasi forma ca si domeniul
calculat, inclusiv in elementele de constructie si nu numai (fasia - peretele unei cladiri, semifasia

- peretele de langa golul de usé sau fereastra, pana sferica - cordon de sudura etc.).
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AHHOTAII A
Kpeiy Mon. NHTerpasibHble penieHnus B HECBsSI3aHO T€pMOYNPYTrOCTH,
JuccepTanus Ha COUCKaHMe yJYeHOIl cTeneHu JoKTopa HayK, Kummuasay, 2018.

JokTopckasi auccepranusi BKIIOYAET: BBeJIeHNe, TPH TJIaBbl, obmue BbiBojbl (120 cTp.
TekcTa, 39 puCcyHKOB), bubsanorpadus (122 ncrounukos) u 4 npuaoxenuii. PesyabraTsl ObLIN
orryOimKoBaHbl B 10 HAaydIHBIX paboTax.

KurroueBblie ciioBa: mHTerpaJjbHbIe PEIeHns, TEpMOYIIPYTOCThb, (hyHKIn [ puna, hyHKIms
BJIUSHUS, TEPMUYIECKUE TIEPEMEITICHUsI, TEPMUYIECKUEe HAIIPSAZKEHUs, TPAHUIHDIE YCIOBUS, 00bHEM-
HO€e pacIIupeHue.

ObsacTh UcceIOBaHUS: TEOPUSA TEPMOYIIPYTOCTH.

Henb muccepramuu: [losyuenne nHTErpagbHBIX PEINIEHUI B HECBA3AHOW TEPMOYIIPYTOCTU
060BIIEHBIM METOIOM TAPMOHIYECKUX MHTerpaabHbiX mpejcrasiennit (MIUIT), ncmonbsys me-
toz Maiizenst (MM) u meron GO ceeprku (MGO-C) 11t HOBBIX TPAHUYIHBIX 33149 PA3JIMIHBIX
KAHOHWYECKHUX 00JIacTell.

3anauu wmccienoBaHuii: nocrpoenne (yHkiun ['puna; moJsyueHne MHTErpajbHbIX pe-
IICHU{T JIJIs TEeMIIepaTyPHOTO 101t Ha ocHoBe dbyHKIwmit ['puHa; obiue nHTErpaibHbIe TPEJCTaB-
JieHusT OCHOBHBIX TepMoynpyrux dyukiwmii 'puna (OTOI'); nocrpoerne OTPT ¢ ucnosnpzosa-
unem MI'UII nms kaHoHm4Yeckmx obJsiacTeil gekaproBoii cucrembl KoopauHart n MGO-C s
cepuvaeckoro KJnMHA; BBIYHUCIEHNE HEKOTOPBIX MOBEPXHOCTHBIX U OOBEMHBIX MHTETPAJIOB JIJIsI
[OJIyYeHNe MHTErPAJIbHBIX PENIeHuil; pellleHrne KOHKPETHBIX 3a/1a9 B HECBA3aHOIl TepMOyIpy-
rOCTH Ha OCHOBe MHTerpaJjbHbix pemteHuil ucrnosb3ys MI'NIT, MGO-C u merososioruu mpume-
nenus dpopmysabl Maitzens; mocrpoenne rpaduKoB ¢ ucnoab3oBanueM mporpammMsl Maple 18 u
ux noceaytommit anagm3 st OTOI u anauTuaeckue pernreHus sl TEMIIEPATYPHOTO MOJIA,
TEPMHUYECKUX MePeMENIeHnI U TEPMUIECKIX HaIPszKEHU; TPOBEPKa U MOITBEPXKIEHIE MTOJTY-
YEHHBIX PEe3YJIbTaTOB.

Hayuynas HOBU3HA M OPUTMHAJIBHOCTh PE3YJIbTATOB: pacCIIMpeHue apceHaJsa ¢ MHTer-
PaJIbHBIX PEIIeHMH Oy IeHHBIX JIJIsi TPAHUYHBIX 337189 000OIEHHBIM METO/IOM FapMOHIYECKUX
MHTErpaIbHbIX ITPEJICTABICHUI /IJTsT TeKapPTOBBIX KAHOHIMIEeCKNX obsracteit n merogom GO cBept-
KNI Ui cheprIecKoro KJanHa, a TaKyKe HCIOJIb30BAaHUE MMOJTYUYeHHBIX MHTErPaIbHbIX PelTeHnii
LTSl OTIPEJIe/IEHUs] TEPMOYIIPYTUX [T€PEMEIEHII 1 HAPSZKEHU T HOBBIX KOHKPETHBIX I'PAHUIHBIX
3a/1a4.

TeopeTrnyueckasi 3HAUMMOCTb pPabOTHI: pa3BUTHE METO/A FTAPMOHUIECKIX NHTEIPATHHBIX
npejcTaBernit u Mmetoa GO cBepTKHU JJIsT IeKaPTOBBIX U c(hepruIecKnx 00JI1acTell u Moy YeHrne
Ha WX OCHOBE DeIeHUil B MHTerpajax ¢ MOMOIIbI0 KOTOPBIX MOTYT OBITH PeIlleHbl KOHKPETHBIE
3aJIa91 B HECBA3AHON TE€PMOYIPYTOCTH.

ITpakTuyeckasi 3HAUUMOCTH PAOOTHI: METO FAPMOHUYECKUX MHTEIPAJILHBIX ITPE/ICTaB-
seann u Meto, GO cBepPTKHU MO3BOJIMIA PACIINPUTH apCeHa NHTErPAIbHBIX PEleHnit KPaeBbIX
3a/1a9 MeXaHUKU J1e(bOPpMUPOBAHHOTO TBepJioro Teja. l[losydennbie pereHus B MHTeErpaJiax
MMeIOT BayKHOE IMPaKTHIeCKOoe 3HAYEHNe [T IOy YeHNs] TEPMOYIIPYTUX IIepeMeIeHnil 1 Halpsi-
JKEHUH TP 33/IJAHHBIX PA3JIMIHBIX 3aKOHOB U3MEHEHUs TEPMUIEeCKUX Bo3jielicTBuil. OHU TakKe
MOT'YT OBITh HCIIOJIb30BAHBI B KAUECTBE TECTOBBIX 3a/at JIJIsl MIPOBEPKU U OIEHKU Pa3IUIHBIX
YUCJIEHHBIX METO/IOB.

Baenpenue HaydYHBIX pe3ysibTaToB. [loydeHHbie pe3yibTaTbl MOIYT OBITH TPUMEHEHBI
K OIPeJIeIeHNIO TEPMUYECKUX [TepEMENIeHIT U HaPszKeHu i it obsracTeil, KOTopble UMEIOT TY
ke hopMy, ITO U n3ydaemoe 00JIACTh, B TOM UYUCJIE B 3JIEMEHTAX CTPOUTETHLHBIX KOHCTPYKIIHIA,
U HE TOJIBKO (I10J10Ca - CTeHA 3JIaHMsl, TIOJIyII0JIOCa - CTEHA BO3JIe JBEPU W OKHA, cpepruaecKuii
KJINH - CBAPOYHBIN IIOB U T. [I.).
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ANNOTATION

Cretu Ion. Integral solutions in uncoupled thermoelasticity for conferring
a PhD Degree, Chisinau, 2018.

The thesis structure: introduction, three chapters, conclusions, 120 pages of basic text
including 39 figures, bibliography containing 122 sources and 4 Annexes. Results are published
in 10 articles.

Key words: integral solutions, thermoelasticity, Green’s functions, influence functions,
thermal displacements, thermal stresses, boundary conditions, volume dilatation.

The field of the investigation: theory of thermoelasticity.

The thesis aim: obtaining integral solutions in uncoupled thermoelasticity by generalizing
the harmonic integral representation method (HIRM), using the Maysel’s method (MM) and
the GO convolution method (GO-CM) for new boundary value problems for various canonical
domains.

The objectives: construction of Green’s functions; obtaining integral solutions for the
temperature field based on Green’s functions; general integral representations of the main ther-
moelastic Green’s functions (MTGFs); determination of MTGFs based on general representa-
tions using HIRM for the Cartesian coordinate system and GO-CM for the spherical canonical
domain; calculating some surface and volume integrals to get the integral solutions; solving
particular problems in uncoupled thermoelasticity based on integral solutions using HIRM,
GO-CM and the methodology of application of the Maysel’s formula; plotting graphs using the
Maple 18 program and their subsequent analysis for the MTGFs and analytical solutions for
the temperature field, thermal displacements and stresses; validation of the results obtained.

Scientific novelty and originality of the results: to increase the arsenal with integral
solutions obtained in solving boundary value problems by generalizing the HIRM for Cartesian
canonical domains and the GO-CM for the spherical canonical domain and use of integral
solutions to solve particular new boundary value problems of thermal elasticity.

The theoretical importance: developing the HIRM and the GO-CM for cartesian and
spherical domains by obtaining integral solutions with the help of which problems of uncoupled
thermoelasticity can be solved.

The applied value: HIRM and the GO-CM had a contribution to increase the arsenal
of integral solutions in the field of solid body mechanics. These are of major importance due
to the possibilities of solving other new boundary problems in the field, or can be used as test
problems for validation classic methods.

The scientific results implementation. The results obtained can be applied to the
determination of thermal displacements and stresses for domains that have the same shape
as the calculated domain, including building elements, and not only (strip - building wall,

half-strip - wall near the door or window, spherical wedge - welding seam etc.).
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