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ADNOTARE

Cretu Ion. Solutii integrale in termoelasticitatea necuplata, teza pentru obtinerea
titlului de doctor in tehnica, Chisinau, 2018.

Teza include: introducere, trei capitole, concluzii si recomandari, 120 pagini text de baza
si 39 figuri, surse bibliografice din 122 titluri si 4 anexe. Rezultatele obtinute au fost publicate
in 10 lucrari stiintifice.

Cuvinte-cheie: solutii integrale, termoelasticitate, functia Green, functia de influenta,
deplasari termoelastice, tensiuni termice, conditii de limita, dilatare de volum.

Domeniul de studiu: teoria termoelasticitatii.

Scopul tezei: obtinerea solutiilor integrale in termoelasticitatea necuplata prin gene-
ralizarea metodei reprezentarilor integrale armonice (MRIA), folosirea metodei Maysel (MM) si
a metodei GO convolutiei (MGO-C) pentru probleme de limita noi a diferitor domenii canonice.

Obiectivele cercetarii: construirea functiilor Green; obtinerea solutiilor integrale pentru
campul de temperatura in baza functiilor Green; reprezentarile generale integrale ale functiilor
principale termoelastice Green (FPTG); determinarea FPTG in baza reprezentarilor generale
folosind MRIA pentru sistemul de coordonate cartezian si a MGO-C pentru domeniul canonic
sferic; calcularea unor integrale pe suprafata si pe volum la obtinerea solutiilor integrale; re-
zolvarea problemelor particulare in termoelasticitatea necuplata in baza solutiilor integrale prin
MRIA si MGO-C si a metodologiei de aplicare a formulei Maysel; trasarea graficelor folosind
programa Maple 18 si analiza ulterioara a acestora pentru FPTG si a solutiilor analitice pentru
campul de temperatura, deplasarile si tensiunile termice; validarea rezultatelor obtinute.

Noutatea si originalitatea stiintifica: largirea arsenalului de solutii integrale obtinute la
rezolvarea problemelor de limita prin generalizarea MRIA pentru domeniile canonice carteziene
si a MGO-C pentru domeniul canonic sferic si folosirea solutiilor integrale la rezolvarea prob-
lemelor particulare de limita noi.

Semnificatia teoretica: dezvoltarea MRIA si a MGO-C pentru domeniile carteziene si
sferice prin obtinerea solutiilor integrale datorita carora pot fi rezolvate probleme din termo-
elasticitatea necuplata.

Valoarea aplicativa: MRIA si MGO-C au avut un aport la marirea arsenalului de solutii
integrale din domeniul mecanicii corpului solid deformabil. Acestea au o importanta majora,
fiind posibila rezolvarea altor probleme de limita noi din domeniu, sau pot fi folosite ca probleme
test pentru validarea metodelor clasice si numerice.

Implementarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele obtinute pot fi aplicate la deter-
minarea tensiunilor si deplasarilor termice pentru domeniile care au aceeasi forma ca si domeniul
calculat, inclusiv in elementele de constructie si nu numai (fasia - peretele unei cladiri, semifasia

- peretele de langa golul de usa sau fereastra, pana sferica - cordon de sudura etc.).
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AHHOTAIINA

Kpeiy Non. NaTerpasibHble penieHus B HECBSI3aHO T€pMOyNpPYyTroOCTH,

JAMccepTaIys Ha COUCKaHMe yJYeHOll cTenmeHW JoKTopa HayK, Kuinmasy, 2018.

JokTopckasi auccepraius BKJIIOYAET: BBeJIEHNE, TPHU TJIaBbl, obimue BbiBojbl (120 crp.
TekcTa, 39 pucyHKOB), bubsmorpadus (122 ncrounnkos) u 4 npunoxkenuii. Pesyabrarsl ObLIN
oryOimKoBaHbl B 10 HAYIHBIX pabOTaX.

KuroueBblie ciioBa: mHTerpaJjbHbIe PEeHns, TEpMOYIIPYTOCThb, (hyHKIns [ puna, hyHKIms
BJINSHUS, TEDMIYECKE TIepEMEITEHN ST, TEDMIIECKIe HAIIPSYKeHN s, TDAHIIHbBIE YCIOBUA, O0bEM-
HO€e pacIIupeHue.

ObsacTh MccIeIOBAaHUS: TEOPUS TEPMOYIIPYTOCTH.

Hens muccepramun: [losryuenne mHTerpaabHBIX PEIIEHUI B HECBA3AHOM TEPMOYIIPYTOCTH
06OBIIEHBIM METOIOM TAPMOHIYECKUX MHTerpaabHbiX mpejcrasienuit (MIUIT), ucnonbsys me-
tox Maitzens (MM) u meroq GO ceprku (MGO-C) 1t HOBBIX TPDAHNYHBIX 38,189 PA3IHIHBIX
KAHOHUYECKHNX 00J/IacTeil.

3anaum wmcciemoBaHUii: noctpoenre (yHkiuu ['puna; moJyueHune UHTErpajbHLIX pe-
IEHNI JIJI TEMIIEPATYPHOTO ToJId Ha OCHOBe (byHKIMit ['puna; obiue nnrerpaibHble TPEJICTaB-
JieHusT OCHOBHBIX TepMoynpyrux dyukimii 'puna (OTOI); mocrpoerne OTPT ¢ ucnospzosa-
nnem MI'UII nms kanoHmaeckmx obJsiacreil gekaproBoii cucreMbl kKoopauHar u MGO-C ms
cepuvueckoro KJMHa; BBIMHUCJIEHNE HEKOTOPBHIX MOBEPXHOCTHBIX U OOBEMHBIX MHTEIPAJIOB JIJIsi
[OJIyYe€HIEe MHTEI'PAJbHBIX PENIeHUil; pellleHrne KOHKPETHBIX 3aJ/ad B HECBA3aHOI TepMOyIpy-
rOCTH Ha, OCHOBe MHTerpajbHbIX pemntenuil uctosb3ys MI'NIT, MGO-C u metoosioruu mpume-
nenus dhopmysisl Maiizesns; nocrpoenne rpaduKoB ¢ ucnoab3oBanueM rporpammMsl Maple 18 u
ux nocyeayomuit ananun3 g OTOI u anaguTudeckne perennst s TEMIIEPATYPHOTO TOJId,
TEPMHUYECKUX MEPEMEINIeHN U TeEPMUIECKIX HAIPSKEHU; MPOBEPKA U MOJITBEPXKIEHIE TTOJTY-
YEHHBIX PE3Y/IbTATOB.

Hayuynas HOBU3HA M OPUTMHAJIIBHOCTh PE3YJIbTATOB: pacIIUpeHne apceHasa ¢ MHTer-
PaJIbHBIX PEIIeHUl MOy YeHHBIX JIJIsi TPAHUYHbBIX 33/1a9 000OIIEHHBIM METO/IOM FapPMOHIMYECKUX
MHTErPAIbHBIX ITPEJICTABICHUN /s TeKaPTOBBIX KaHOHUYecKux obstacteit u metogom GO cBept-
K1 i cheprIecKoro KJanHa, a TaKyKe HCIOJIb30BAHUE MOJTYYeHHBIX NHTErPaIbHbIX PeITeHnii
IS OIIPEJIe/IEHUs] TEPMOYIIPYTUX [IePEMEICHI 1 HAIIPSAZKEHU T HOBBIX KOHKPETHBIX I'PAHUIHBIX
3a/1a4.

TeopeTrnydeckasi 3HAUNMOCTb pabOThI: pa3BUTHE METOJA FTADMOHUYECKUX HHTEIPATBHBIX
npejcrapiaeanii u Merosa GO cBepTKH /I IEKaPTOBBIX U chepuuecKnx 0b1acTeil u moJrydeHmne
Ha UX OCHOBE DeIleHnil B MHTerpaJjax ¢ MOMOIIbI0 KOTOPBIX MOTYT OBITH PeIlleHbl KOHKPETHBIE
3aJIa9K B HECBABAHON TE€PMOYIPYTOCTH.

ITpakTuyeckasi 3HAUUMOCTH PAOOTHI: METOJ FADMOHUYICCKIX HHTEIPAJILHBIX IPEICTaB-
seann n Meto, GO CBEePTKU MO3BOJIMIN PACIIHPUTH apCeHa NHTErPAIbHBIX PElleHnit KPaeBbIX
3a/1a9 MeXaHWKHN J1epOPMUPOBAHHOTO TBePIOro Tema. llosydeHHBIE perreHnsi B MHTerpaJiax
UMeIOT BaXKHOE IMPaKTHYeCKOe 3HAUEHNe /I MOy YeHNs] TEPMOYIIPYTUX IIepeMeIeHuil 1 HaIpsi-
JKEHUH TP 38/IJAHHBIX PA3JIMYHBIX 32KOHOB U3MEHEHUsI TePMUIEeCKUX Bo3eiicTBuil. OHU TakKe
MOT'YT OBITh MCIIOJIb30BaHbl B KAa9eCTBE TECTOBBIX 3a/1a4 JIJId ITPOBEPKU W OIEHKU PA3JTUIHBIX
YUCJIEHHBIX METOJIOB.

Brespenue Hay9YHBIX pe3ysibTaToB. [losydennbie pe3yibTaTbl MOTYT OBITH TPUMEHEHDI
K OIpeJIe/IeHNIO TEPMUYECKUX [TePEMEIEHI U HaPszKeHu il Ji1sd obJsracTeil, KOTopble UMEIOT TY
ke hopMy, ITO U u3ydaemoe 00JIaCTh, B TOM UYUC/IE B 3JIEMEHTAX CTPOUTEIbHBIX KOHCTPYKIIHIA,
U He TOJIBKO (II0JI0CA - CTEHA 3J[aHNUs, TOJIYTI0JI0Ca - CTeHa BO3JIE IBEPH UM OKHA, ChepuIecKuii
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ANNOTATION
Cretu Ion. Integral solutions in uncoupled thermoelasticity for conferring
a PhD Degree, Chisinau, 2018.

The thesis structure: introduction, three chapters, conclusions, 120 pages of basic text
including 39 figures, bibliography containing 122 sources and 4 Annexes. Results are published
in 10 articles.

Key words: integral solutions, thermoelasticity, Green’s functions, influence functions,
thermal displacements, thermal stresses, boundary conditions, volume dilatation.

The field of the investigation: theory of thermoelasticity.

The thesis aim: obtaining integral solutions in uncoupled thermoelasticity by generalizing
the harmonic integral representation method (HIRM), using the Maysel’s method (MM) and
the GO convolution method (GO-CM) for new boundary value problems for various canonical
domains.

The objectives: construction of Green’s functions; obtaining integral solutions for the
temperature field based on Green’s functions; general integral representations of the main ther-
moelastic Green’s functions (MTGFs); determination of MTGFs based on general representa-
tions using HIRM for the Cartesian coordinate system and GO-CM for the spherical canonical
domain; calculating some surface and volume integrals to get the integral solutions; solving
particular problems in uncoupled thermoelasticity based on integral solutions using HIRM,
GO-CM and the methodology of application of the Maysel’s formula; plotting graphs using the
Maple 18 program and their subsequent analysis for the MTGFs and analytical solutions for
the temperature field, thermal displacements and stresses; validation of the results obtained.

Scientific novelty and originality of the results: to increase the arsenal with integral
solutions obtained in solving boundary value problems by generalizing the HIRM for Cartesian
canonical domains and the GO-CM for the spherical canonical domain and use of integral
solutions to solve particular new boundary value problems of thermal elasticity.

The theoretical importance: developing the HIRM and the GO-CM for cartesian and
spherical domains by obtaining integral solutions with the help of which problems of uncoupled
thermoelasticity can be solved.

The applied value: HIRM and the GO-CM had a contribution to increase the arsenal
of integral solutions in the field of solid body mechanics. These are of major importance due
to the possibilities of solving other new boundary problems in the field, or can be used as test
problems for validation classic methods.

The scientific results implementation. The results obtained can be applied to the
determination of thermal displacements and stresses for domains that have the same shape
as the calculated domain, including building elements, and not only (strip - building wall,

half-strip - wall near the door or window, spherical wedge - welding seam etc.).



LISTA ABREVIERILOR

1D - unu dimensional

2D - bidimensional

3D - tridimensional

CL - conditii de limita

FG - functia Green

FGEP - functia Green a ecuatiei Poisson

FPTG - functii principale termoelastice Green
MGO-C - metoda GO convolutiei

MM - metoda Maysel

MRIA - metoda reprezentarilor integrale armonice

PL - problema de limita



INTRODUCERE

Actualitatea si importanta problemei studiate. Pentru multe domenii prezenta
actiunilor termice (sursa interioard de caldura, gradient de temperatura, flux de caldura etc.)
au un efect distructiv privind rezistenta elementelor. Posibilitatea realizarii unei astfel de
constructii, care sa suporte influenta tuturor actiunilor termice necesita un calcul minutios,
folosind teoria termoelasticitatii, plasticitatii etc. In prezenta tezi s-au obtinut solutiile analitice
sub forma de integrale in termoelasticitatea necuplatd (unde cAmpul de temperaturd nu de-
pinde de campul deplasirilor elastice). Teoria termoelasticitatii este o combinatie atat a teoriei
conductibilitatii de caldura, cat si a teoriei elasticitatii. Obtinerea solutiilor sub forma inte-
grald prezintd un avantaj la rezolvarea PL in termoelasticitate. In calculele practice cea mai
raspandita teorie este cea a tensiunilor termice.

Teoria termoelasticitatii s-a dezvoltat destul de mult datorita executiei unor piese absolut
necesare pentru realizarea unor constructii noi, asa ca: reactoare nucleare, turbine pe gaz,
motoare reactive, a pieselor folosite la ansamblarea calculatoarelor etc. Aceste elemente lucreaza
in conditii de incilzire neuniforma. In urma acestei incalziri neuniforme apar gradienti de
temperatura care duc la aparitia deformatiilor neuniforme in diferite parti ale elementului.

In caz general, de la incalzirea neuniforma, apar deplasari si tensiuni termice, uneori chiar
cu aparitia si dezvoltarea fisurilor. Fisurile intr-un corp pot aparea fie de la tensiunile termice,
fie de la cele mecanice, sau de la ambele tensiuni concomitent. Aceste fisuri pot duce la cedarea
elementului. Anume aceste valori ale deplasarilor si tensiunilor termice sunt necesare pentru
analiza rezistentei elementului in particular si a constructiei in ansamblu. Astfel, obtinerea
solutiilor integrale ale deplasarilor si tensiunilor termoelastice sunt apreciate de cercetatorii din
domeniu, deoarece ele dau posibilitatea sa fie rezolvate (pentru fiecare tip de PL concretd) o
multime de probleme de la actiunea diferitor legi de schimbare a sursei interioare de caldura,
a temperaturii etc. In baza solutiilor integrale pot fi obtinute solutiile analitice si comparate
cu rezultatele capatate prin metodele clasice. Daca aceste solutii sunt in functii elementare,
importanta acestor rezultate creste si mai mult. Din aceste considerente tema tezei "Solutii
integrale in termoelasticitatea necuplata" este destul de importantda. Actualitatea temei se
explica prin aceea ca solutiile integrale conduc la marirea arsenalului de PL rezolvate sub forma
analitica cu ajutorul carora pot fi rezolvate un set de probleme de limita concrete noi. Cu atat
mai mult, aceste solutii integrale, inca nu au fost obtinute pentru toate corpurile posibile a

tuturor sistemelor de coordonate.
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In baza cercetarilor efectuate au fost obtinute solutii integrale si analitice folosind MGO-C si
MRIA si a metodologiei de aplicare a formulei Maysel pentru un set de PL noi. Aceste metode
s-au dovedit a fi mai eficiente decat metodele clasice.

Scopul lucrarii consta in obtinerea solutiilor integrale in termoelasticitatea necuplata
prin generalizarea metodei reprezentarilor integrale armonice (MRIA), folosirea metodei Maysel
(MM) si a metodei GO convolutiei (MGO-C) pentru probleme de limitd (PL) noi a diferitor
domenii canonice.

Obiectivele de baza:
e construirea FGEP pentru conductibilitate termica;

e obtinerea solutiilor integrale pentru cAmpul de temperatura in corpuri din sistemul carte-

zian de coordonate in baza FG construite;
e reprezentarile generale integrale ale FPTG prin FG ale conductibilitatii termice;

e determinarea FPTG in baza reprezentarilor generale folosind MRIA pentru sistemul de

coordonate cartezian si a MGO-C pentru sistemul de coordonate sferic;
e calcularea unor integrale pe suprafata si pe volum la obtinerea solutiilor integrale;

e rezolvarea problemelor particulare in termoelasticitatea necuplata, in baza solutiilor in-

tegrale prin MRIA si MGO-C si a metodologiei de aplicare a formulei Maysel;

e trasarea graficelor folosind programa Maple 18 si analiza ulterioara a acestora pentru
FPTG si a solutiilor analitice pentru campul de temperatura, deplasarile si tensiunile

termice;
e validarea rezultatelor obtinute.

Noutatea stiintifica consta in urmatoarele:

e obtinerea solutiilor integrale pentru campul de temperatura in domeniile canonice ale

sistemului de coordonate cartezian;

e extinderea MRIA prin obtinerea solutiilor integrale in termoelasticitate pentru domeniile

canonice ale sistemului de coordonate cartezian;

e cxtinderea MGO-C prin obtinerea solutiilor integrale in termoelasticitate pentru domeni-

ile canonice ale sistemului de coordonate sferic;
11



e crearea unui procedeu de calcul a unor integrale pe volum de la produsul dintre functia
de tip Green din conductibilitatea termica si functia de influenta a dilatarii elastice de
volum de la actiunea unei forte unitare concentrate pentru MGO-C. Calculul mai multor

integrale pe suprafata in MRIA;

e largirea arsenalului de functii termoelastice prin generalizarea MRIA pentru domeniile
canonice ale sistemului de coordonate cartezian si a MGO-C pentru domeniile canonice

ale sistemului de coordonate sferic;

e obtinerea solutiilor integrale ale deplasarilor si tensiunilor termoelastice in functii ele-

mentare pentru unele PL particulare noi.

Problema stiintifica importanta solutionata consta in generalizarea MRIA si aplicarea
acestei metode la obtinerea solutiilor integrale ale deplasarilor si tensiunilor termice, pentru
domeniile canonice ale sistemului de coordonate cartezian si generalizarea MGO-C si aplicarea
ei la obtinerea solutiilor integrale ale deplasarilor termoelastice, pentru domeniile canonice ale
sistemului de coordonate sferic.

Semnificatia teoretici si valoarea aplicativi a lucririi. In baza MGO-C si MRIA,
in urma rezolvarii unor PL noi au fost obtinute solutiile integrale ale deplasarilor si tensiu-
nilor termice. Aceste solutii obtinute in functii elementare au o importanta destul de mare in
domeniul termoelasticitatii si anume: completeaza arsenalul de solutii integrale cu rezultatele
obtinute (folosind aceste rezultate creste si valoarea aplicativd a lucrarii), permit rezolvarea
altor PL noi, pot fi folosite ca probleme test pentru validarea metodelor clasice etc.

Implementarea rezultatelor stiintifice. Rezultatele obtinute pot fi aplicate la deter-
minarea tensiunilor si deplasarilor termice pentru domeniile, care au aceeasi forma ca si dome-
niul calculat, inclusiv in elementele de constructie si nu numai (fasia - peretele unei cladiri,
semifasia - peretele de langd golul de usa sau fereastra, pana sfericd - cordon de sudura etc.).

Aprobarea rezultatelor cercetarilor. Rezultatele cercetarilor au fost validate in cadrul

lucrarilor publicate in reviste internationale si nationale:

- Articol in revista internationala (cotatd ISI): "Acta Mechanica", vol. 224, Nr. 4, 2013;

- Articole in revista internationald (ISSN): "Transylvanian Journal of Mathematics and

Mechanics", vol. 7, Nr. 1, 2015; vol. 8, Nr. 2, 2016;

- Articol in revista nationala (ISSN): "Meridian ingineresc", vol. 7, Nr. 1, 2017.
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Rezultatele cercetarilor au fost prezentate si discutate la conferinte, simpozioane internatio-

nale gi nationale cu publicarea in lucrarile acestora:

- Articole la: "Conferinta Tehnico-Stiintifica a Colaboratorilor, Doctoranzilor gi Studentilor

UTM", Universitatea Tehnica a Moldovei, Chiginau, Republica Moldova, 2012;

- Articole la: "Conferinta Jubiliara Tehnico-Stiintificd a Colaboratorilor, Doctoranzilor
si Studentilor consacrata celei de-a 50-a Aniversari a UTM", Universitatea Tehnica a

Moldovei, Chiginau, Republica Moldova, 2014;

- Articol la conferinta internationala: "The Third Conference of Mathematical Society of
the Republic of Moldova", Academia de Stiinte a Moldovei, Chigindu, Republica Moldova,
2014:;

- Articol la simpozionul international: "Utilizarea eficienta a resurselor hidro-funciare in
conditiile actuale - realizari si perspective", Universitatea Agrarda de Stat din Moldova,

Chiginau, Republica Moldova, 2016.

Publicatii la tema tezei. La tema tezei au fost publicate 10 lucrari stiintifice: un articol
intr-o revista internationala cotata ISI; doua articole ca singur autor intr-o revista de circulatie
internationala; un articol ca singur autor intr-o revista recenzata de circulatie nationala, sase
articole in culegeri de lucrari ale conferintelor si simpozioanelor internationale si nationale,
dintre care 4 fara coautori.

Structura si volumul lucrarii. Teza este compusd din adnotdri (romana, rusa si en-
glezd), introducere, trei capitole, concluzii si recomandari, bibliografie (122 titluri) si 4 anexe.
Continutul de baza al tezei este expus pe 120 pagini si insereaza 39 figuri.

Cuvinte-cheie: solutii integrale, termoelasticitate, functia Green, functia de influenta,
deplasari termoelastice, tensiuni termice, conditii de limita, dilatarea de volum.

Continutul tezei.

Capitolul 1. Metodele de calcul folosite la rezolvarea PL in termoelasticitate. In acest capitol
este analizata situatia din domeniul teoriei termoelasticitatii: monografii, articole, materiale
ale conferintelor stiintifice etc., savantii care au pus bazele dezvoltarii acestui domeniu. Sunt
stipulate metodele clasice aplicate in teoria termolelasticitatii publicate in tara si peste hotare.
In baza literaturii de specialitate studiate s-a facut o analizi comparativi a situatiei existente

in domeniu. O atentie deosebita s-a acordat metodelor dezvoltate in ultimii ani, acestea fiind
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MGO-C si MRIA, avantajele si dezavantajele in raport cu celelalte metode. Sunt enuntate
publicatiile efectuate in baza acestor metode relativ noi.

Capitolul 2. Solutii integrale termoelastice pentru PL 2D. Este prezentata metodica de
obtinere a solutiilor integrale ale deplasarilor si tensiunilor termice folosind MRIA pentru PL
2D sub forma de fasie cu anumite CL. Pentru aceasta, preventiv s-a construit FG a aceluiasi
domeniu si s-au dedus FPTG. S-au obtinut expresiile pentru cAmpul de temperatura cu CL
de tip Dirichlet. Folosind aceeasi MRIA au fost obtinute expresiile analitice ale deplasarilor si
tensiunilor termice pentru un domeniu in forma de patrime de plan. Folosind metoda Maysel
au fost deduse solutiile analitice ale deplasarilor si tensiunilor termoelastice pentru semifasie.
Pentru expresiile obtinute: FG, campul de temperatura, tensiunile termice in fasie, patrime de
plan si semifasie folosind programa Maple 18 au fost prezentate grafic aceste relatii, cu analiza
ulterioara a lor. Au fost validate rezultatele folosind MRIA, pentru aceasta s-a rezolvat o PL
2D (patrime de plan). Problema data a fost rezolvata deja in literatura de specialitate printr-o
alti metoda si rezultatele ei sunt cunoscute. In final se demostreazi ci aceste rezultate coincid,
ceea ce arata ca utilizarea MRIA ofera solutii integrale exacte pentru PL 2D noi.

Capitolul 3. Solutii integrale termoelastice pentru PL 3D. Cu aplicarea MRIA au fost
obtinute FPTG, tensiunile termice de la actiunea unei surse unitare punctiforme de caldura si
solutiile analitice ale deplasarilor termice pentru semispatiu. Folosind programa Maple 18 au
fost prezentate grafic expresiile FPTG (3 pentru deplasarile termoelastice si 6 pentru tensiunile
termice) si ale solutiilor analitice pentru deplasarile termice (9 grafice). Folosind MGO-C
a fost rezolvata o PL in sistemul de coordonate sferic si au fost deduse FPTG si solutiile
integrale termoelastice pentru pana sferica. Folosind programa Maple au fost prezentate 12
grafice ale solutiilor integrale ale deplasarilor termice pentru pana sferica, cu analiza ulterioara
a acestor grafice. Au fost validate rezultatele prin MRIA. Pentru aceasta s-a rezolvat o PL 3D
(semispatiu) la care sunt cunoscute rezultatele in literatura de specialitate, aceasta problema
fiind rezolvatd printr-o altd metodd. In final se demostreazi ci aceste rezultate coincid, ceea
ce arata ca utilizarea MRIA ofera solutii integrale exacte pentru PL 3D noi.

Concluzii generale si recomandari. Aceasta sectiune cuprinde sinteza rezultatelor tezei

si sugestii privind cercetarile de perspectiva.
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1. METODE DE CALCUL FOLOSITE LA REZOLVAREA
PROBLEMELOR DE LIMITA IN TERMOELASTICITATE

Rezolvarea PL din teoria termoelasticitatii ca si in teoria elasticitatii consta in obtinerea
a 15 functii: o;; - tensiuni, €;; - deformatii, u; - deplasari, care satisfac 3 ecuatii de echilibru,
6 relatii fizice si 6 relatii geometrice in dependenta de CL cunoscute, fie in deplasari, fie in
tensiuni.

Pentru simplificarea prezentarii solutiilor obtinute la rezolvarea PL in termoelasticitate
se folosesc vectorii de deplasari u; sau tensorul de tensiune o;;. Folosind aceste notari se
diferentiaza PL in termoelasticitate in deplasari, daca in prima faza se determina deplasarile

u; si PL in termoelasticitate in tensiuni, daca inainte de toate se determina tensiunile oy;.

1.1. Metodele clasice

La baza cercetarilor efectuate in teoria termoelasticitatii au stat problemele pentru deter-
minarea deplasarilor termice in elementele constructiei. Acestea se realizau dupa teoria dez-
voltata de Duhamel M.C. [122] (1837) si Neumann F.E. [121] (1841), care au ajuns la concluzia:
deformatia totala este egala cu suma deformatiilor elastice si a deformatiilor termoelastice ce
are o stransa legitura cu campul de temperatura din conductibilitatea de caldurd. In scurt timp
s-a ajuns la concluzia ca teoria Duhamel-Neumann, pentru termoelasticitatea nestationara si
a actiunilor mecanice este limitata. Aceasta teorie nu permite exact sa fie descrise deplasarile
corpului elastic, in dependenta de actiunile termice.

Cercetarile efectuate in domeniul termoelasticitatii necuplate au pus baza unei metode ela-
borate de Papkovici P.F., la rezolvarea problemelor practice, cu obtinerea unei solutii generale.
In aceasta forma, solutia ecuatiei omogene pentru vectorul de deplasare contine variabilele
vector si scalar. Solutia particulara a solutiei neomogene de la cAmpul de temperatura se
determina folosind o functie scalara numita potentialul deplasarilor termoelastice.

La dezvoltarea teoriei termoelasticitatii au avut un aport cercetarile efectuate de savantii:
Boley B.A. si Weiner I.H. [I8], Galerkin B.G. [75] Nowacki W. [30], Covalenco A.D. [87], Maysel
V.M. [102], Lomakin V.A. [96], Melan E. si Parcus N. [103], Timosenco S.P. si Goodier Dj. [114].
Metode relativ noi in termoelasticitate sunt prezentate in [26].

In cazul rezolvirii PL in termoelasticitate, atat pentru metoda potentialului termoelastic
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oferit de Timosenko si Goodier, alte metode a potentialului termoelastic, cat si pentru multe
alte metode traditionale, trebuie sa fie rezolvata initial o PL a conductibilitatii de caldura
pentru a determina campul de temperaturd (aceasta este prima etapa a solutiei) si ulterior,
in baza cAmpului de temperatura cunoscut, se rezolva ecuatiile Lame (cea de-a doua etapa a
solutiei). Aceastd metoda complica obtinerea solutiei pentru PL in termoelasticitate.

La rezolvarea PL in termoelasticitatea necuplata poate fi aplicata si metoda Maysel, la baza
careia sta formula lui Maysel [30, 46l 102], [I06], p. 483]. Aceasta formuld este caracterizata de
deplasarile termoelastice in forma de integrala pe volum de la produsul dintre campul interior de
temperatura si functiile de influent# a dilatarii de volum de la actiunea fortelor concentrate. In
majoritatea cazurilor campul interior de temperatura este necunoscut si ca in cazul metodelor
precedente, trebuie si fie determinat prin rezolvarea unei PL in conductibilitate termica. Acest
camp interior de temperatura se determina de la actiunea unor factori de caldura, de volum
si de suprafata cunoscuti. Anume necesitatea determinarii cAmpului interior de temperatura
si rezolvarea unei integrale pe volum, creaza unele dificultati in obtinerea solutiilor pentru
deplasarile termoelastice, la aplicarea formulei Maysel.

Prima etapa in rezolvarea problemelor din termoelaticitatea necuplata se bazeaza pe deter-
minarea campului de temperatura cu aplicarea metodelor din teoria conductibilitatii de caldura,
dezvoltate in monografiile savantilor Lacov A.V. [99, [100], Karlsou G. si Egher D. [85] s. a.

Pentru cea de-a doua etapa se folosesc metodele cunoscute in teoria elasticitatii [13], p. 12],

dintre care pot fi remarcate:

e Metoda solutiilor generale [16, [65, [74], 90, 97, 08|, 108, T10]. La baza acestei metode stau
reprezentarile generale ale vectorului de deplasari, care este redat printr-un vector armonic
sau biarmonic arbitrar. Aceste reprezentari trebuie sa satisfaca ecuatiile de echilibru in

deplasari si a CL de la suprafata corpului elastic.

e Metoda solutiilor omogene [97, 98, T1T, 112]. In aceastd metods, PL trebuie s fie re-
zolvatd in doud etape. Inainte de toate, se utilizeaza solutiile omogene, care reprezinta
integrale ale ecuatiilor teoriei elasticitatii. Acestea trebuie sa satisfaca conditiile omogene
pe o parte a suprafetei corpului elastic. Ulterior, solutia problemei initiale se reprezinta

sub forma de superpozitii a mai multor solutii particulare.

e Metoda separarii variabilelor [79, 80, 97, 98] [110] se bazeazd pe obtinerea solutiilor in
forma de serii. Aceasta metoda este eficienta daca variabilele se separa, iar corpul elastic

este marginit de o suprafata a unui sistem de coordonate.
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e Metoda Fourier [97, 08, 119] consta in folosirea diferitor reprezentari a ecuatiilor de echili-
bru prin functii de tensiune. Astfel problema initiala se reduce la rezolvarea unor ecuatii
diferentiale mai simple pentru fiecare functie de tensiune. Daca se foloseste in conti-
nuare metoda separarii variabilelor pentru ecuatiile diferentiale mai simple, se obtine
reprezentarea solutiei problemei initiale care este in forma de serii si integrale. Aceste

solutii contin de obicei functii speciale.

e Metoda transformarilor integrale [94, 5], [IT5] constd in utilizarea unei transformate in-
tegrale cunoscute: Fourier, Hankel, Mellin, Laplace etc. Pentru aplicarea acestei metode
ecuatiile problemei initiale de limita sunt supuse unor transformari integrale astfel incat
PL obtinuta sa fie usor rezolvabila. Ulterior se trece de la solutia in imagini la solutia

problemei initiale, care de obicei poate fi efectuata numai prin metode numerice.

e Metodele lui Svart si Svart-Neumann [113] se folosesc daca PL reprezinta o intersectie sau
o imbinare din doua sau mai multe domenii in cazul in care solutiile PL. a domeniilor ce
se imbinéa sunt cunoscute. Aceste metode pot fi utilizate la rezolvarea problemelor pentru

un domeniu arbitrar.

e Metodele variationale [83] [84] 104 116, 117, T18] sau dezvoltat datorita dificultatilor care
apareau la verificarea CL pentru metodele enuntate mai sus. Esenta si bazele teoretice

ale acestel metode sunt redate in [105].

e Metoda potentialilor si metoda potentialilor de elasticitate [25], 64] [76], 8], [89, 911, 02, O3]
consta in generalizarea metodei Green din teoria potentialilor armonici. Aceste metode se
bazeaza pe reprezentari in forma de integrale definite cu singularitati in punctele interioare

sau in punctele suprafetei corpului elastic.

Chiar daca numarul metodelor analitice este destul de mare, rezolvarea PL si obtinerea
rezultatelor este foarte anevoioasa fara utilizarea masinilor electronice de calcul, sau daca se
solutioneaza usor, doar pentru un cerc ingust de probleme spatiale. Progresul masinilor elec-
tronice de calcul a adus un aport substantial la dezvoltarea si utilizarea metodelor numerice in

mecanica corpului solid deformabil. Aceste metode se clasificd in doud categorii:

- metodele care rezolva in mod direct ecuatiile diferentiale initiale. Din acestea fac parte:

metoda diferentelor finite [77] si metoda elementelor finite [107];
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- metodele care rezolva alte ecuatii echivalente cu cele initiale. Din acestea fac parte:
metodele numerice de rezolvare a ecuatiilor integrale ale teoriei elasticitatii [69) [109];
metodele de iteratie numerica pentru rezolvarea problemelor teoriei plasticitatii [82], 120]

si a teoriei elasticitétii corpului continuu neomogen [88] [96].

In cazul rezolvarii PL a conductibilitatii de cildurd, Green a propus o formuld integrala
speciala pentru determinarea campului de temperatura de la actiunile termice exterioare si in-
terioare. Acelasi autor (Green) a propus o formuld pentru determinarea campului de deplasari
elastice, daca sunt cunoscute actiunile mecanice, iar V. Seremet a propus o formulad pentru de-
terminarea deplasarilor termice prin generalizarea formulei integrale Green, direct din actiunile
termice cunoscute, daca sunt stiute FPTG.

La rezolvarea PL a conductibilitatii de caldura, pentru determinarea campului de tempe-
raturd, solutiile sunt prezentate in baza actiunilor initial cunoscute (sursa interioara de céldura,
gradient de temperatura, flux de caldura etc.). Pentru PL a elasticitatii liniare la determinarea
campului de deplasiri, solutiile sunt prezentate in baza actiunilor initial cunoscute (forte de
volum, tensiuni pe suprafata, etc.).

Folosind FG pot fi obtinute solutiile integrale pentru diferite PL, insa cel mai complicat
este construirea acestor functii. FG sunt aceleasi linii de influentd binecunoscute din domeniul
Mecanicii Structurilor, care sunt functii de 1D [1 2 15]. Spre deosebire de liniile de influenta,

FG pot fi utilizate inclusiv, la rezolvarea problemelor de 2D sau 3D.

1.2. Metoda GO convolutiei

La baza MGO-C sta rezolvarea unei integrale pe volum de la produsul dintre FG a con-
ductibilitatii termice si functia de influenta a dilatarii de volum elastic de la actiunea unei forte
unitare concentrate (0®). De aici provine si denumirea metodei GO convolutiei. In acest caz
solutiile obtinute in urma rezolvarii PL sunt exprimate indirect prin actiunile termice initial
cunoscute (sursa interioara de cdldura, gradient de temperatura, flux de caldura sau alte actiuni
termice).

La rezolvarea PL cu aplicarea formulei Maysel este necesar sa fie rezolvata o PL in con-
ductibilitate termica, pentru a fi determinat caAmpul de temperatura. Acesta este si dezavan-
tajul pentru metoda Maysel. Deci, FG are un rol extrem de important in obtinerea solutiilor

integrale pentru PL din teoria termoelasticitatii si nu numai. De aceea, obtinerea unor astfel
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de solutii aduce un aport in domeniul mecanicii corpului solid si este apreciata de specialistii
din domeniu.

Unele rezultate obtinute prin MGO-C sunt realizate in lucrarile [12, 34, 35, 2] 54, (5], [56,
p. 105], [57, 59, [66, 67, TOT].

In lucrarile [68, [69] a fost propusad formula generalda pentru functiile de influenta ale de-
plasérilor termoelastice de la actiunea unei surse unitare punctiforme de cildura (a unei tem-
peraturi unitare punctiforme sau a unui flux unitar punctiform aplicat pe suprafata corpului).
Tot aici este prezentata generalizarea formulelor integrale Maysel si Green in termoelasticitatea
necuplata. Chiar daca sunt rezolvate un set de probleme concrete folosind aceasta metoda, ele
nu au permis sa fie dedusa o formula integrala generala pentru deplasari in PL ale termoelas-
ticitatii in formulare generala.

Impedimentele la obtinerea solutiilor integrale folosind MGO-C sunt:

e construirea FG in conductibilitate termica;

e determinarea functiilor de influenta a dilatarii de volum de la actiunea unei forte unitare

concentrate;

e rezolvarea unei integrale de volum de la produsul acestor functii.

O mare parte din aceste functii au fost deja obtinute intr-o forma explicitd in manualul [50,
72], unde sunt prezentate 190 PL pentru determinarea functiilor de tip Green in conductibilitate
termica si 250 PL pentru determinarea functiilor de influentd pentru dilatarea de volum si
matricea Green in teoria elasticitatii. In total, un numar de peste 3000 de functii de tip Green,
functii de influenta a dilatarii de volum de la actiunea unei forte unitare concentrate si matricea
Green, majoritatea fiind pentru domeniul cartezian de coordonate.

Astfel, folosind aceste functii au fost obtinute deplasérile termoelastice pentru diferite
domenii: spatiu, semispatiu, patrime de spatiu si optime de spatiu, plan, semiplan si patrime
de plan. In celelalte sisteme de coordonate au fost obtinute mai putine rezultate. Aici poate
fi remarcat faptul cd mai devreme, in lucrarile |70, [7T] au fost obtinute reprezentarile integrale
generale pentru functiile de influenta a dilatarii de volum de la actiunea unei forte unitare
concentrate pentru sistemul de coordonate cilindric si sferic.

In aceastd lucrare va fi folositi MGO-C pentru PL in coordonate sferice cu obtinerea

functiilor de influenta, a formulelor integrale si in final, a solutiilor integrale pentru deplasarile
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termoelastice in pana sferica. Determinarea solutiilor integrale pentru PL noi este inalt apre-
ciata de specialistii din domeniu si aceste rezultate deschid noi orizonturi pentru cercetatori la
rezolvarea a noi PL particulare.

Avantajul acestei metode in comparatie cu metodele traditionale, chiar si fatd de metoda
Maysel este ca MGO-C uneste in sine ambele procese de rezolvare a PL in termoelasticitate.
Daca la rezolvarea PL in termoelasticitate prin aplicarea formulei lui Maysel este necesar de
cele mai multe ori, in primul rand, sa fie determinat cAmpul de temperatura (apriori acesta
este cunoscut), apoi sa fie obtinute functiile de influentd a dilatérii de volum de la actiunea
unei forte unitare concentrate, atunci folosind MGO-C trebuie sa fie obtinute doar functiile
termoelastice de tip Green. Un alt avantaj pentru aplicarea MGO-C este cd daca se rezolva o
PL concreta, atunci pentru aceasta problema concreta pot fi obtinute toate solutiile integrale
posibile pentru diferite legi care descriu actiunile termice (sursa interioard de caldura, gradient
de temperatura, flux de caldura etc.)

Dezavantajul metodei este ca la obtinerea solutiilor pentru corpurile carteziene care au linii
drepte sau planuri paralele cu axele carteziene, utilizarea MGO-C nu este posibila. Situatia
se explica prin faptul ca, pentru astfel de domenii, functiile potentiale termoelastice sunt inca
necunoscute. Aceasta inseamna ci solutia ecuatiei Poisson V2U = f, unde functia potentialului
termoelastic U nu este cunoscutd (f este solutia fundamentald pentru operatorul Laplace a

domeniului considerat).

1.3. Metoda reprezentarilor integrale armonice

Metoda reprezentarilor integrale armonice (MRIA) consta in obtinerea FPTG (deplasarile
termoelastice) printr-o noud abordate, direct din ecuatiile Lame sau din ecuatiile Beltrami-
Michel, in dependenta de tipul CL. Aceasta metoda a fost dezvoltata de prof. univ., dr. hab.
Seremet Victor si expusa in lucrarile [33], [56], p. 105].

La baza MRIA au stat determinarea formulelor structurale (de baza) generale a dilatarii
de volum si a deplasarilor termoelastice. Datoritd acestor formule structurale generale nu
este necesara determinarea prealabila a cAmpul de temperatura de la actiunile termice (sursa
interioara de caldura, gradient de temperatura, flux de caldura etc.) asa cum se realizeaza in
metodele clasice. Folosind MRIA solutiile obtinute in urma rezolvarii PL sunt explimate direct
prin actiunile termice initial cunoscute (sursa interioara de caldura, gradient de temperatura,
flux de caldura sau alte actiuni termice). De aceea, nu este necesar sa se deduca functiile de
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influenta ale dilatarii de volum de la actiunea unei forte unitare concentrate, ca in MGO-C.
In final, pentru obtinerea solutiilor, integralele care trebuie si fie rezolvate sunt integrale de
suprafata si nu de volum, ceea ce usureaza cu mult calculul integral.

In lucrarea de fata, folosind MRIA au fost obtinute solutiile integrale pentru urmitoarele
corpuri din domeniul cartezian de coordonate: fasia, patrimea de plan si semispatiul cu CL,
care in literatuta de specialitate pana in prezent nu au fost inca rezolvate. Toate rezultatele
sunt obtinute in termeni de functii elementare si sunt foarte importante pentru implementarea
lor numerica, in special pentru elaborarea a numeroase elemente noi de limita care urmeaza sa
fie utilizate in metoda elementului finit etc. Aceste rezultate pot fi tratate ca o noua contributie

considerabila la construirea FPTG pentru noi PL din termoelasticitate.

Principalele beneficii ale metodei propuse in comparatie cu celelalte metode sunt:

- nu este necesar sa fie deduse functiile de influenta ale dilatarii de volum elastic de la

actiunea unei forte unitare concentrate;

- nu este necesar sa fie realizat calculul complex al produsului dintre functia de influenta a

dilatarii de volum si functia de tip Green din conductibilitate termica;

- metoda propusa poate fi extinsa pentru mai multe domenii canonice ale sistemului de

coordonate cartezian.

Dezavantajul pentru MRIA este necesitatea obtinerii formulelor structurale generale, daca
se doreste rezolvarea unor PL noi pentru alte sisteme de coordonate. Pentru fiecare sistem de
coordonate (cartezian, polar, cilindric, sferic, curbliniu etc.) aceste reprezentari integrale sunt
diferite, insa odata deduse pot fi folosite la rezolvarea unui set mare de probleme din acel sistem
de coordonate.

Probleme rezolvate in termoelaticitate sunt prezentate in lucrarile [17, 20} 23] 24 27, [41], [51]

63] cu obtinerea FG, a solutiilor explicite pentru diferite domenii ale sistemelor de coordonate.

1.4. Concluzii la capitolul 1

Conform celor expuse mai sus, referitor la metodele de rezolvare a PL in termoelasticitate

pot fi enuntate urmatoarele concluzii generale:
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e MGO-C este mai eficienta decat celelalte metode clasice deoarece, pentru aceasta metoda
nu trebuie sa fie initial determinat cAmpul de temperatura. Solutiile obtinute in urma
rezolvarii PL sunt exprimate indirect prin actiunile termice initial cunoscute (sursa inte-

rioard de caldura, gradient de temperatura, flux de caldura sau alte actiuni termice);

e Neajunsurile MGO-C constau in construirea functiilor de influenta a dilatarii de volum
elastic de la actiunea unei forte unitare concentrate, a functiilor de tip Green in con-

ductibilitate termica si convolutia acestor 2 functii;

e La rezolvarea PL folosind MRIA nu trebuie sa fie obtinute functiile de influenta ale
dilatarii de volum elastic de la actiunea unei forte unitare concentrate si ca urmare nu
este necesara rezolvarea unei integrale complicate, de cele mai multe ori in aceasta metoda

se rezolva integrale pe suprafata, ceea ce usureaza substantial calculul efectuat;

e Impedimentele pentru folosirea MRIA la rezolvarea PL pentru alte sisteme de coordo-
nate constau in necesitatea obtinerii formulelor structurale generale, dar odata obtinute
aceste formule structurale pot fi folosite la rezolvarea intregului set de PL a sistemului de

coordonate dedus;

e Datorita metodelor propuse MGO-C si MRIA pot fi determinate solutii integrale si re-
spectiv cele analitice pentru mai multe PL noi, sau, sa fie folosite in calitate de solutii

test pentru metodele clasice.
In baza acestor concluzii generale enuntate anterior, au fost formulate scopul si obiectivele

lucrarii.

Scopul lucrarii consta in obtinerea solutiilor integrale in termoelasticitatea necuplata prin

generalizarea MRIA, folosirea MM si a MGO-C pentru PL noi a diferitor domenii canonice.

Scopul a fost atins prin urméatoarele obiective:
e construirea FGEP pentru conductibilitate termica;

e obtinerea solutiilor integrale pentru cAmpul de temperatura in corpuri din sistemul carte-

zian de coordonate in baza FG construite;

e reprezentarile generale integrale ale FPTG prin FG a conductibilitatii termice;
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determinarea FPTG in baza reprezentarilor integrale generale folosind MRIA pentru sis-
temul de coordonate cartezian si cu aplicarea MGO-C pentru sistemul de coordonate

sferic;
calcularea unor integrale pe suprafata si pe volum la obtinerea solutiilor integrale;

rezolvarea problemelor particulare in termoelasticitatea necuplata, in baza solutiilor in-

tegrale prin MRIA si MGO-C si a metodologiei de aplicare a formulei Maysel;

trasarea graficelor folosind programa Maple 18 si analiza ulterioara a acestora pentru
FPTG si a solutiilor analitice pentru cAmpul de temperatura, deplasarile si tensiunile

termice;

validarea rezultatelor obtinute.
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2. SOLUTII INTEGRALE TERMOELASTICE PENTRU
PROBLEMELE DE LIMITA BIDIMENSIONALE

Determinarea starilor de deformatii si tensiuni de la actiunea unei surse interioare de caldura,
a unui gradient de temperatura si/sau alte actiuni termice aplicate pe suprafata corpului este o
problema matematica dificila, care necesita crearea unor teorii speciale. Datorita FG pot fi de-
terminate solutiile integrale pentru diferite PL, insa cel mai dificil in aceasta metoda este anume
construirea acestor functii. Pentru obtinerea FG si a unor solutii integrale noi a fost necesara
dezvoltarea unei noi metode propusa de catre V. Seremet, numita Metoda Reprezentarilor In-
tegrale Armonice (MRIA). Folosind solutiile integrale pot fi calculate deplasarile si tensiunile
termice.

Deplasirile termoelastice pot fi determinate si dupa formula lui Maysel [106], p. 483|, insa
solutia acestei PL nu este reprezentata in mod direct de valorile cunoscute, dar prin intermediul
unui camp de temperatura, care de cele mai multe ori trebuie sa fie determinat in faza inci-
pienta, ca mai apoi sa fie calculata si o integrala pe volum. Pentru a evita rezolvarea unei PL
suplimentara (determinarea caAmpului de temperatura) in [46, 49] [50, p. 94] [53], [56) p. 105],

autorul V. Seremet a propus generalizarea formulei lui Maysel si a formulelor integrale Green:

w©) = [ Pt 1v @) ~ [ 10T ary)

+/@Téy)Ui(y,£)drN(y)+al/ [aT(y)-ﬁ-a ]Ui(%g)drM(y);i:l,Q,& (2.1)

unde:

U; - FPTG (functiile principale termoelastice Green sau functiile de influenta ale deplasarilor
termoelastice de la actiunea unei surse unitare punctiforme de caldurd). Aceste deplasari ter-
moelastice se numesc functii principale termoelastice Green, deoarece, daca ele sunt cunoscute,
atunci pot fi calculate deplasarile si tensiunile termoelastice de la actiunea unei surse interioare
de caldura, gradient de temperatura si/sau alte actiuni termice;

I'p, 'y si 'y, - sunt parti componente a suprafetei corpului I' = I'p UT' 5y UT'); si reprezinta

CL de tip Dirichlet (temperatura 7'(y)), Neumann (fluxul de caldura aaT—(y)> si mixt (are loc

Ony
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schimbul de caldura dintre mediul exterior si suprafata corpului dupé legea |aT'(y) + aaaTT(i’)} ) ;
a - coeficientul conductivitatii de temperatura;
F(z) - sursa interioara de calduré;
a - coeficientul conductibilitatii convective de caldura;
v = ay(2p 4 3\) - constanta termoelastica;
ay - coeficientul dilatarii termice liniare;

A, i - constantele de elasticitate Lame.

In form# matriceald, pentru problemele spatiale, deplasarile termoelastice se reprezinta:

U1 U1
Ui, &) = | Uy |5 wl8) = ug |- (2.2)
Ug Uus

In cazul in care, la determinarea deplasarilor se foloseste relatia , atunci nu mai este
necesara determinarea campul de temperatura, ci doar se utilizeaza date termice deja cunoscute
(sursa interioard de caldura, temperatura, fluxul de cdldurd sau schimbul de cildurd dintre
mediul exterior si suprafata corpului etc.).

Daca sunt cunoscute deplasarile termoelastice U; si u;, atunci pot fi calculate tensiunile

termice 7;;(x, ) si 0;;(§) in baza legii Duhamel-Neumann [29, p. 5], [106] p. 476]:
Eij = ,u(Um' + UJZ) -+ (5”<)\@ — ’)/GT); O = Uhk(I, g), 1,7, k= 1,2, 3; (23)

Oij = ,u(ui,j + u]z) + 5ZJ<)\9 — ’YT), 0 = Uk k5 i,j, k= 1, 2, 3, (24)

unde:

0,;; - functiile de influenta ale tensiunilor termice de la o sursa unitara punctiforma de
caldura;

0;; - tensiunile termice calculate de la o sursa interioara de caldura, gradient de temperatura,
flux de caldura sau schimbul de caldura dintre mediul exterior si suprafata corpului;

d;; - simbolul Kronecker, 1 daca i = j si 0 daca ¢ # 7;

O - dilatarea de volum elastica;

Gr - FG.

Pentru determinarea tensiunilor termice de la actiunea unei surse interioare de caldura,
gradient de temperatura, fluxul de caldura si/sau schimbul de caldura dintre mediul exterior si

suprafata corpului pentru o problema tridimensionala poate fi utilizata si urmatoarea formula
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integrald de tip Green [55], dacd sunt cunoscute functiile de influenta a tensiunilor termice de

la actiunea unei surse unitare punctiforme de caldura:

&) = [ Pyl v ) - [ 70) 750 ar / 0. ()

\% I'p 'y

+qt / {OzT(y) + aa;;(j)} Eij(y,f)drM(y); ij=1,23. (2‘5)

VY,

In forma matriceala, pentru problema spatiald, tensiunile termice se reprezinta:

011 012 013 011 012 013
o) =02 02 o|; T8 = |Gy T 0o |- (2.6)
031 032 033 031 032 033

Conform MRIA [56] p. 108| reprezentirile generale integrale ale FPTG pentru un domeniu

general al sistemului cartezian de coordonate se scriu in felul urmator:

Uife.€) = =23-1600(0.6) = g saiGile.€) + 3G (w.©)
- [ e = 250 G o) 1)
unde:
Vile.9) = Ue,) + 55 [+ 108G, 9) = 1G] s = 1.2.3, 2:5)
0(0.6) = y15:Gole. )+ [ |52 0| Golw 9T ). (29

o U;(x,§) - deplasarile termoelastice;

o Gr(z,8),Gi(x,€),Go(x,§) - FG in dependenta de CL pentru U; si 9U; /Onr.
Daca: U; = 0= G; =0; 9U;/Onr = 0 = 0G;/Onr = 0;

e O(z,£) - dilatarea de volum elastica.

Daca: © = 0= Gg =0; 900/0nr =0 = 0Gg/Inr = 0.

Rezolvarea unei PL 2D este inclusa in lucrarea [60].
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2.1. Functii de influenta si solutii integrale termoelastice pentru fasie

La determinarea FPTG si a solutiilor integrale este necesar mai intai de construit FGEP a

aceluiasi domeniu pentru care se doreste sa fie obtinute aceste solutii.

2.1.1. Functia Green a ecuatiei Poisson pentru fasie

Formularea generala a problemei.
Sa se construiascd FG G(x, &) pentru o PL de doud dimensiuni a unui domeniu sub forma
de fasie V = (—oo < 11 < +00,0 < 13 < ),z = (11, 22) €V, £ = (£1,&) € V 3], cu conturul

' =Ty T, (Figura care verificd ecuatia Poisson:
V2G(2,8) = —0(z =€), (2.10)

cu CL de tip Neumann:

— pentru latura 'y (—00 < 21 < 400529 = 0) — 0G(21,0;¢)/0xy = 0, (2.11)
2.11

— pentru latura I'y; (—oo < 21 < 400529 = ay) — 0G(x1, a;§)/0xe = 0.

X. A (3G _
er 0x, =0
S
{ ' >
oG 0 0 r X,

20

aX2 -

Fig. 2.1. Schema unei fasii V cu conditii de limita de tip Neumann.

Determinarea functiei Green pentru fasia V' cu conditiile de limita de tip Neu-
mann.

Metodologia de construire a FGEP este prezentata in sursele [10, p. 36|, [II, p. 27|, [50,
p. 302], [58, p. 144]. Conform acestor referinte, construirea FGEP in fasia V' care este o
problema 2D, se reduce la construirea FG de o dimensiune. Ulterior la construirea FG pentru
ecuatii ordinare se foloseste algoritmul prezentat [10, p. 22|, [I1, p. 9], [50, p. 30].

Pentru rezolvarea problemei conform acestei metode, trebuie de mentionat ca se va utiliza

separarea variabilelor.
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Aceasta problema este pentru domenii nelimitate, de aceea FG G(x, §) trebuie sa ia o valoare

finita la infinit:

G(m,ﬁ)\m:ﬂo < 0. (2.12)

FG poate fi scrisa in serii trigonometrice Fourier infinite in urmatoarea forma:

G =ag+ Z Qyy SIN V1 To + Z by, COS V19, (2.13)

m=1 m=1

unde coeficientii ag, a,,, b,, sunt functii de variabila x;.

Conform CL (2.11) si (2.12)) rezulta urméatoarele:

vy =mm/ag;m=1,2,3... = a,, = 0. (2.14)
Astfel seriile trigonometrice din relatia (2.13) se reduc la urméatoarea forma:

G =ag+ Z b, COS V1 T5. (2.15)

m=1
Se substituie relatia pentru FG (2.15) in ecuatia Poisson ([2.10) si se obtine o ecuatie
diferentiala:

— ay + Z — Uiby) cos vy = —6(x1 — &) (19 — &), (2.16)

unde se are in vedere ca in metoda separarii variabilelor functia lui Dirac se scrie in forma
urmatoare: d(x — &) = 0(xq — &) (z2 — &2).

Pentru rezolvarea ecuatiei diferentiale se inmultesc ambele parti ale ecuatiei la cos voxs,
unde: vy = sm/ag;s =1,2,3...

Ulterior se calculeaza integralele pentru relatiile obtinute in raport cu variabila zs:

a2

0; vy # 1o, 8 # m;
/cos V1 Xy COS VoXodTy = (2.17)

0 as/2;v1 = vy, 8 = m.

Daca se ia in consideratie urmatoarea proprietate a functiei Dirac [7), p. 384]:
[ 8= gavia) = frc) (218)
v

atunci urmatoarea integrala poate fi scrisa astfel:
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a2

/5(331 —&1)0(xg — &) cos vamadry = 0(x1 — &) cos 11&o. (2.19)

0

Se inlocuiesc relatiile (2.19) si (2.17)) in ecuatia diferentiala (2.16)) si se obtine:

b + Z / V12b ) 5(1’1 — 51) COS 1/152, (220)

unde b este o constanta.

Se rezolva ecuatia diferentiald (2.20)) folosind metodologia prezentata in [10, p. 38|, |11
p. 28], |50, p. 303], iar rezultatul se substituie in expresia (2.15). In final se obtine FG G(z, €)

pentru PL sub forma de serii infinite cu o exactitate de o constanta arbitrara b:

Vl(xl &1) COS /1T COS V1§2, 1 < 517
V1 (2.21)
e vi(®1—81) ¢og V1T cos 1€y 1 > .
11

Relatiile (2.21)) reprezinta expresiile pentru FG din partea stanga x; < & a punctului de
aplicare a impulsului unitar si respectiv din partea dreapta x; > & a acestui punct. Aceste
serii pot fi prezentate si in functii elementare datorita urmatoarei egalititi [78, p. 55|

x m
p . 1 2Y. .2 .
Z— _—Eln(1—2pcosoz—|—p),p <1;0<a<2nm. (2.22)
—m
Pentru a putea transforma seriile infinite (2.21)) in functii elementare s-a utilizat si urmatoarea

formula trigonometrica:

cos V19 cos 1€y = 1/2[cos vy (xg — &) 4 cos vy (&o + &2). (2.23)
mﬂ-( 1)
>~ 1 r1—81) ] mm mm
Gs(x, &) = > —e @2 — [Cos—(xg — &) +cos— (& + 52):| cxy < &
m=1 T 2 a9 (05}
| (x1-61) 1 mm mm
Gy(z, &) = mZ:l —e s 3 [cos a—z(:vg — &) + cos a—z(fg + 52)] cxy > &
(2.24)

Expresia finala a FGEP in functii elementare are forma:

G=0» ! In FE. D s 2.25
T 517
CL2
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unde functiile F si E, se determina din urmaéatoarele relatii:

T 2w
—(z1-&1) T —(z1-&)
E=1-2e cos —(x2 — &) +e®2 ;
)
- o (2.26)
—(z1—&1) T —(z1—&1)
Ey,=1—2¢e02 cos — (g + &) + e @2
a2

FGEP pentru fasie cu CL de tip Neumann mai poate fi reprezentata si sub o alta forma

finala: 1
G=b— yp In B*EJ, (2.27)

unde functiile £* si EJ se obtin folosind urmatoarele expresii:

T 2m
——|z1—&| T ——|z1-&|
E*=1-2¢ @ cos —(xg — &) +e 42 ;
a2
_ . (2.28)
——|z1—& T ——|z1-&|
E;=1—2¢ @ cos —(xg + &) +e @2

a2
In continuare, in prezenta tezi s-a folosit expresia FGEP pentru fasie cu CL de tip Neumann,

scrisa sub forma (2.25)) si (2.26]).

Construirea graficului functiei Green in fasia V' cu conditiile de limita de tip
Neumann.

S-a folosit programa Maple 18 si s-a construit graficul FG (2.25) cu o exactitate de o
constanta arbitrara b = 0, pentru fasia V' cu intervalul —c < z; < 4¢,¢ = 15m, 0 < 25 < aq,
as = 10m, daca pe laturile zo = 0, si 23 = ay, 0G/(0x2) = 0. Punctul de aplicare a impulsului
unitar are coordonatele &, = 0m, & = 5m. Acest grafic este prezentat in Figura [2.2]

Concluzii:

e Graficele din Figura [2.2] reprezinta aceeasi functie prezentata din diferite parti. Daca se

analizeaza acest grafic, se poate afirma:

- se respectda CL impuse initial, cum se vede din Figura a), 0G/(0xy) = 0 pentru
29 = 0, ¢i din Figura , b), 0G/(0x3) = 0 pentru xs = ay. Daca variabila x; — 400,

atunci G = 0;

- daca punctul de aplicare a impulsului unitar cu coordonatele (&3, &) va coincide cu punctul
de rdspuns cu coordonatele (1, x2), atunci functia G — oo in comparatie cu celelalte
marimi. Aceasta se datoreaza expresiei —In F din relatia FG ([2.25)), si anume: daci x va
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~15-10
_5 0
5

xl [m] 2

Fig. 2.2. Graficul functiei Green pentru fasia V(=15 < x; < 15,0 < x5 < 10) cu conditiile de
limita de tip Neumann de la un impuls unitar aplicat in punctul & = 0m, & = dm.

coincide cu € atunci — In F = co. Acest punct poarta denumirea de punct de singularitate;

- pentru latura x5 = 0 si pentru x5 = as FG, practic are valoarea G = 0 pentru intervalul

+5,0m < 27 < —5,0m;

- graficul este simetric in raport cu planul care trece prin punctul & = Om si respectiv

planul care trece prin punctul & = 5m;

e expresia FG (2.25) poate fi folositd in conductibilitatea termica stationard pentru deter-
minarea campului interior de temperatura pentru fasia V', in cazul in care, in interiorul
fasiei este aplicatda o sursa de caldura sau pe diferite intervale ale laturilor fasiei fluxul
de caldura este diferit de zero. De asemenea ea se va utiliza la calcularea deplasarilor si

tensiunilor termice pentru fasia V.

2.1.2. Determinarea campului de temperatura in fasie cu conditii de limita de

tip Dirichlet

Formularea generala a problemei.
S& se determine campul interior de temperaturd pentru fasia V = (—oo < z; < o0,
0 < 29 < ay), (Figura [2.3), dacid pe latura x5 = 0 este aplicat un gradient de temperatura

T20(y1,0) = const, iar pe latura xs = ap un gradient de temperaturd Toy(y1, az) = const [4].
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L, I, =const
L ]
G(\l
\ 0 \ x:
L, T, =const

Fig. 2.3. Schema unei fasii V actionata de un gradient de temperatura pe fiecare latura.

Determinarea caAmpului interior de temperatura.
Pentru rezolvarea aceastei probleme se foloseste urmatoarea formula integrala generala pen-

tru domenii tridimensionale [86, p. 382]:

1) = o [ FEGE 1€ ~ [T 2L dr ) + [ T2 G0, 010w 00)
rat [ ozt + o %52 G aruto) (229)

I Ys

unde: a - coeficientul conductivitatii de temperatura, « - coeficientul conductibilitatii convective
de céldurd, F(&) — sursa interioard de caldura, T'(yo) — temperatura datd pe o suprafata I'p,
IT (y0)/(Ong) — fluxul de caldura dat pe o suprafatd 'y, iar [aT(yo) + adT (yo)/(Ong)] este
schimbul de caldurd dintre suprafata I'y; si mediul exterior, G(yo, z) - FG, iar 0G(yo, x)/(Ong) -
derivata FG pe normala exterioara a suprafetei I" corpului V. I'p, 'y, I'j; sunt parti componente
ale suprafetei pe care sunt date CL pe fiecare suprafata a corpului, de tip Dirichlet, de tip
Neumann si respectiv CL de tip mixt.

CL pentru fasia V' (Figura sunt de tip Dirichlet (I'p), iar sursa interioara de caldura,
fluxul de caldura si schimbul de caldura dintre suprafata corpului si mediul exterior lipsesc.

Conform formularii problemei, expresia (2.29)) se va scrie in felul urmator:

—+00 —+00

T(x)Z—/T(ylyo)Qm(yhxl;07$2)dy1— /T(?Jh@)@m(yhﬂﬁl;G27$2)dy17 (2.30)

—00 —00

unde: . . Ly
Q20(y1,1;0,12) = — 1, 21;0,22) =———(InEy—InFE) :
Yo 47 Oy 0
0G(y1,x15a2,22) 1 0 N (2.31)
1,41, U2, L2
; = =—— (InEy—InFE
Q21(y1, x1; az, T2) e 17 v (InEy —In F) .
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In s-a avut in vedere schimbarea semnului pentru prima expresie, deoarece directia
normalei pe suprafata xo = 0 este contrara directiei axei de coordonate x,. Tot din aceeasi
relatie se observa ca, pentru a determina campul interior de temperatura este necesar de a
construi FG care verifica ecuatia Poisson pentru fasia V.

Functia Green pentru fasia V' cu conditii de limita de tip Dirichlet.

Sa se determine FG care verifica ecuatia Poisson ([2.10)) pentru un domeniu in forma de fasia

V', cu urmatoarele CL de tip Dirichlet:

— pentru latura I'yg(—oc0 < 1 < +00;29 = 0) = G(x1,0;¢) = 0; ( )
2.32

— pentru latura I'y; (=00 < 21 < +00; 79 = ag) — G(x1,a9;§) = 0.

Conform [58 p. 17|, raspunsul la problema 4.1 se di cu expresia finala a FG in functii

elementare sub forma:

1 E,

unde functiile £ si Ey se determina cu relatiile (2.26)).

Construirea graficului functiei Green in fasia V cu conditii de limita de tip
Dirichlet.

Folosind programa Maple 18 s-a construit graficul FG pentru fasia V' cu intervalul
—c < 21 < 4c,c = 10m,0 < 29 < ag,ay = 10m, daca pe latura x9 = 0 si 29 = a9, G = 0.
Punctul de aplicare a impulsului unitar are coordonatele & = 0m, & = 5m. Acest grafic este

prezentat in Figura [2.4

Concluzii:

Graficele din Figura reprezinta aceeasi functie aratata din diferite parti. Daca se

analizeaza, se poate afirma:

- dacé punctul de aplicare cu coordonatele (£;,&:) va coincide cu punctul de raspuns cu
coordonatele (x1,x2), atunci functia G — oo in comparatie cu celelalte marimi. Aceasta

se datoreaza expresiei In E din relatia (2.33)), dacd = coincide cu £ atunci —In E = oo;

- se respecta CL impuse initial, cum se vede din Figura , a), G = 0 pentru xs = 0, si
din Figura 2.4 b), G = 0 pentru z, = ay. Daci variabila z; — +o0 atunci G = 0;

- graficul este simetric in raport cu planul care trece prin punctul & = Om si respectiv in

raport cu planul care trece prin punctul & = dm.
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Fig. 2.4. Graficul functiei Green pentru fasia V(=15 < x; < 15,0 < x9 < 10) cu conditiile de
limita de tip Dirichlet de la un impuls unitar aplicat in punctul & = Om, & = 5m.

e expresia FG poate fi folosita in conductibilitatea termica stationara pentru deter-
minarea campului interior de temperatura pentru fasia V', in cazul in care, in interiorul
fasiei este aplicata o sursa de caldura sau pe diferite intervale ale laturilor fasiei, gradientul
de temperatura este diferit de zero. Aceasta functie se va utiliza la calcularea deplasarilor

si tensiunilor termice pentru fasia V.

Aplicarea functiei Green la determinarea cAmpului interior de temperatura.

S-a determinat campul interior de temperatura pentru fasia V', daca pe latura zo = 0, pe
intervalul ¢ < 7 < d actioneaza un gradient de temperatura Thy = const, iar pe latura o = as,
pe intervalul f < x; < g un gradient de temperatura T3, = const.

Expresia de calcul a cAmpului de temperatura are forma:

g

d
T(z1,22) = /T(yl,O)on(yh!El;0>$2)dy1 —/T(ylyaz)Qm(yh%;a2>$2)dy1, (2.34)
c f

unde:

Q20 si Q91 se calculeaza cu relatia (2.31]).

S-a derivat FG (12.33)) pe normala exterioara a laturilor x5 = 0 si x3 = as scrise in relatia
(2.31)) si s-au substituit in expresia (2.34). In urma simplificarii termenilor asemenea, s-a obtinut

urmatoarea formula integrala:
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T
—i—z1) |

d e@2 sin —=
T(x1, -732) = /Tzo - 2 o dy
‘ ar | 1— 2ea_2(y17x1) cos T2 + ea_Q(yrm)
a2
s
g ea_Z(yrxl) sin )
+ / Ty - a2 5 dy;. (2.35)
as | 1+ Zea_2(yl_x1) cos % + ea_Z(yl_zl)
2

Pentru a rezolva expresia ([2.35]) s-a ficut urméatoarea notare:

T(ZEl,l‘Q) = T1($1,ZL'2) —I—Tg(l'l,l'g). (236)

S-a rezolvat T7(xq, x2). Pentru aceasta s-a folosit [73], p. 965], s-au facut urméatoarele notari:

t? = e2m/2—21) Har m = —2cos(mry/ay) si s-a obtinut integrala:
T ; d
t
T — 22 i T2 / . 2.37
o ee) = —2sin = (2.37)

C

Inlocuind notarile ficute, si rezolvand integrala (2.37)), s-a obtinut urmatoarea expresie:

T d
—(y1—1) T
T e@2 — cos a_2
20
Ti(xq1,29) = — arctg TS 1. (2.38)
T sin ——
a2
&
Rezultatul final al integrarii este:
a ( ) il ( )
— d—xl T — =71 WA
T ed2 — cos —2 e @2 — cos —2
20 a a
Ti(zq,x9) = — |arctg T 2 — arctg T z 1. (2.39)
™ sin —= sin ——
as g

In mod analogic s-a rezolvat si Ty(x1,x2). Rezultatul final a acestei integrale are forma:

T T
—(g—z1) T —(f—=z1)
2 T2
T e@2 + cos — e @2 + cos —
_+21 a9 as
To(xq,x9) = — arctg —; — arctg —; : (2.40)
sin —— sin ——
a2 a2
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In forma finala, caAmpul interior de temperatura se va calcula cu urmatoarea expresie:

_ T . .
" o T2 ) e
T e@2 — cos — e@2 — cos —
_+20 as a9
T(xy,29) = — arctg —T; — arctg —7;
sin — sin —=
a2 5)
_ - - .
—(g9—z1) Tr —(f-=z1)
2 YRS
T e@2 + cos — e@2 + cos —=
21 Qo (05}
+ — |arctg T, — arctg T,
T sin —= sin —=
a2 p)

(2.41)

Construirea graficului cAmpului interior de temperatura in fasia V' cu conditiile

de limita de tip Dirichlet.

S-a folosit programa Maple 18 si s-a construit graficul cAmpului interior de temperatura

(2.41), pentru fasia V, cu intervalul —b < x; < +b,b = 15m,0 < 25 < ag,as = 10m, daca
pe latura x5 = 0, pe intervalul ¢ < z; < d, ¢ = —Tm,d = 1m actioneaza un gradient de
temperatura Toy = 80K. Pe latura zo = as, pe intervalul f < a1 < g, f = —2m,g = bm

actioneaza un gradient de temperatura T5; = 100K . Acest grafic este prezentat in Figura [2.5

TK]

b)

TK]

Fig. 2.5. Graficul cAmpului interior de temperatura pentru fasia V(—15 < z; < 15,
0 < 25 < 10) daca pe ambele laturi actioneaza cate un gradient de temperatura Tog si To;.

Graficele din Figura reprezinta campul interior de temperatura pentru fasia V' aratat

din diferite parti. Analizdnd aceste grafice se poate afirma:

- programa nu a construit graficul in imediata apropiere a ordonatei x5 = 0, din motiv ca

functia nu este definita in acest punct. Se studiaza asimptotica acestei functii pentru a
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verifica CL. Pentru aceasta s-a calculat limita functiei T} (xy, z5) cand x5 — 0 din partea

dreapta, pe intervalul ¢ < x; < d si in afara acestui interval d < z; < c.

lim Tl(.fljl,.Z'Q). (242)

x2—040

Se calculeaza limita functiei pentru intervalul ¢ < x; < d cand x5 — 0 din partea dreapta:

. . T20 . . . T20 e T .
mlg(r]lw Ti(x1,20) = — (mlg&o arctg oo + mlg&o arctg oo) = (5 + 5) =Ty. (2.43)

Se calculeaza limita functiei pentru intervalul d < x; < ¢ cand x5 — 0 din partea dreapta:

. . T20 . . . T20 T e .
mlg(r]lw Ti(x1,20) = — (mlg&o arctg oo — zglch)lJro arctg oo) = (5 - §> =0. (2.44)

- programa nu a construit graficul nici in imediata apropiere a ordonatei xo = as, din
motiv ca functia nu este definitda nici in acest punct. Se studiaza asimptotica acestei
functii pentru a verifica CL. Pentru aceasta s-a calculat limita functiei Ty(xq, z5) cand

X9 — a9 din partea stanga, pe intervalul f < x; < g siin afara acestui interval g < z; < f.

lim Tg(.ﬁEl,ﬂfg). (245)

xr2—a2—0

Se calculeaza limita functiei pentru intervalul f < x; < g cdnd x93 — a9 din partea stanga:

T T
lim  Ty(xy,29) = 22 < lim arctgoo+ lim arctg oo) St <z + z) =Ts. (2.46)

xro—a2—0 s xo—a2—0 ro2—az2—0 T 2 2
Se calculeaza limita functiei pentru intervalul ¢ < x; < f cdnd x5 — ay din partea stanga:

T T
lim  Ty(zy, 20) = —= ( lim arctgoo — lim arctg oo) == (E — E) =0. (2.47)

xro2—a2—0 s xo—a2—0 xo—a2—0 s 2 2

- se respectd CL impuse initia si anume: pentru latura z, = 0 (Figura 2.5 a) si (2.43)),
Ti(x1,29) = Thy = 80K pentru ¢ < x; < d, iar din (2.44), T (x1,x2) = 0 pentru intervalul
d < x1 < c. Pentru latura xo = as, (Figura b) si ), To(x1,29) = Tyy = 100K
pentru f < x; < g, iar din , Ty(xq1,22) = 0 pentru intervalul ¢ < z; < f. Daca

variabila 1 — oo atunci T = 0;

- deoarece gradientii de temperatura Ty, si T5; sunt aplicati pe diferite intervale ale laturilor
fasiei, graficul functiei este asimetric. Daca s-ar fi construit graficul de la un singur
gradient sau de la ambii gradienti aplicati pe acelasi interval, dar pe laturi diferite, atunci

el ar fi fost simetric in raport cu planul care trece prin mijlocul intervalului.



Concluzii:

e Se respecta CL impuse initial. In limita gradientului de temperatura acesta este maximal,

iar in afara acestui interval, temperatura este zero;

e Relatia campului de temperaturd (2.41)) poate fi folosita pentru determinarea campului
de temperatura pentru fasie, cu orice dimensiune si valoare a gradientului de temperatura
care actioneaza pe orice interval ale laturile zo = 0 si/sau x5 = ay. Dacd temperatura nu

va fi o constanta ci o functie, atunci va fi necesar sa fie calculatd din nou integrala (2.34));

e Campul interior de temperatura deja obtinut poate fi folosit in domeniul termoelasticitatii

la determinarea deplasarilor si tensiunilor termice in fasia V' cu CL enuntate in problema.

2.1.3. Determinarea campului de temperatura in fasie cu conditii de limita de
tip mixt

Formularea generala a problemei.
Sa se determine campul interior de temperaturd pentru fasia V = (—oco < x; < 400,
0 < z9 < ag), (Figura[2.6)), cu conditii mixte de limitd, dacd pe latura I'yo(zg = 0) este aplicat

un gradient de temperatura Toy(y1,0) = const., iar pe latura 'y (z2 = ay) fluxul de cildura
TQl(ylaGQ)

3 = 0[5].
Ty
x  OF
L ony
L ]
c(\l
T 0 — x’
F20 7;0 '

Fig. 2.6. Schema fasiei V' cu conditii mixte de limita.

Rezolvarea problemei formulate se face analog metodologiei folosite pentru problema prece-
denta ( De aceea, vor fi expuse doar cele mai importante momente cu rezultatele finale.
Functia Green pentru fasia V' cu conditii de limita de tip mixt.
Expresia FG in functii elementare pentru acest tip de problema este rezolvata in literatura
de specialitate [50, p. 112|, [68] p. 18] si are urméatoarea forma:
1 EFE,

G=—1In—=, 2.48
A E,F ( )
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unde:

s s
_ - (z1-&) T —(z1—&1)
E =1+ 2e2a2 cos — (9 — &) +e2 ;
261,2
s s
- - (z1—&) T —(z1-¢&1)
E =1—2¢2az cos — (9 — &) + €2 ;
2@2
- T (2.49)
_ = (z1-&) T —(z1-&1)
Ey =1+ 2e2a2 cos — (22 + &) + e ;
2&2
T T
- o (@1-&) T —(z1—&1)
E, = 1 — 2¢2a9 cos2—(x2+§2)+ea2 .
a2

Construirea graficului FG in fasia V' cu conditii de limita de tip mixt.

Folosind programa Maple 18 s-a construit graficul functiei Green pentru fasia V' cu
intervalul —c < z; < +¢,¢ = 15m,0 < 29 < ag,a, = 10m, daca pe latura zo = 0; G = 0, iar pe
latura xo = a9, 0G/0n, = 0. Punctul de aplicare a impulsului unitar are coordonatele & = Om,

& = 3m. Acest grafic este prezentat in Figura 2.7

a) G b)

-15 1 ) 1015 1

Fig. 2.7. Graficul functiei Green pentru fasia V(=15 < x; < 15, 0 < 25 < 10) cu conditii
mixte de limita de la un impuls unitar aplicat in punctul & = 0m, & = 3m.

Aplicarea functiei Green la determinarea cAmpului interior de temperatura.
In forma finala, cAmpul interior de temperatura pentru fasie cu CL de tip mixt, se calculeaza

cu urmatoarea expresie:

7r -
(c—z1) T (c+z1) T
T e2az + cos —= e2az + cos —2
T 190 2a9 2a9 9250
(x1,29) = — arctan —; — arctan — T (2.50)
sin — sin —
2a5 2a,



™ —T

(c—=1) T (ct1)
2 L2
e 20z + cos — e2az — cos —
t 2@2 t 2&2
-+ arctan T, arctan D
Sin —— Sin ——
2CL2 2a2

Construirea graficului caAmpului interior de temperatura in fasia V' cu conditii
de limita de tip mixt.

S-a folosit programa Maple 18 si s-a construit graficul campului interior de temperatura
pentru fasia V' cu relatia , daca pe latura xo = 0 pe intervalul —c < 1 < ¢,¢ = 4,

actioneaza un gradient de temperatura Tpy, = 120K, iar pe latura xo = as fluxul de caldura

T a
Tor(y1, az) = 0. Acest grafic este prezentat in Figura 2.8,
0 ° )
Ty
a) T(K] b) g
120
100 ‘
80
60 Yozl
w|
207
15
-5
2 -10
x [m] 7 7157 % [m]
2 1

Fig. 2.8. Graficul cAmpului interior de temperatura pentru fasia V(—15 < z; < 15,
0 < 25 < 10) daca pe latura I'yy actioneaza un gradient de temperatura Tpy = 120K.

Concluzii:

e Se respecta CL impuse initial. Pe latura I'yq in limita gradientului de temperatura functia
este maximala, iar in afara acestui interval, temperatura este zero. Pe latura I'y; derivata

functiei este egala cu zero;

e Relatia cAmpului interior de temperatura (2.50) poate fi folositd pentru determinarea
campului de temperatura pentru fasie cu orice dimensiune si valoare a gradientului de

temperatura, care actioneaza pe orice interval a laturii o = 0;

e Campul interior de temperatura deja obtinut poate fi folosit in domeniul termoelasticitatii,

la determinarea deplasarilor si tensiunilor termice in fasia V', cu CL enuntate in problema.
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2.1.4. Solutii integrale pentru fasia termoelastica cu conditiile de limita de tip

Dirichlet

Formularea generala a problemei.
Sa se determine tensiunile termice o;; (£);4,j = 1,2 pentru o problemé particulara de limita
sub forma de fasia V = (—o0 < 21 < 400, 0 < 29 < ag), de la actiunea unor gradienti de

temperatura aplicati pe ambele laturi ale domeniului I'yy si ['9;:

Too(y) = Tog = const.,y € b <y < c;y2 =0];y € Top; b < ¢;
To(y) =0,y € [00o <y1 <bjys =0]U [c < tr < 00392 = 0];y € Tap;

T(y) = (2.51)
Toi(y) =T = const.,y € [f <1 < g;ya = az;y € Tos f < g;
Toi(y) =0,y € [—o0 <1 < fiya = az) U g < y1 < 003y2 = agl;y € I'y;y

cu urmatoarele conditii mecanice:
020 = 0;u; = 0,8 =0,0 < & < o0
(2.52)

022 = 0;u; = 0;8§ = az,0 < &§ < oo.

Conditiile termice ([2.51)) si cele mecanice ([2.52)) sunt prezentate in Figura [2.9]

A j—
X o, =0

Fig. 2.9. Schema fasiei V' cu conditiile de limita mecanice uy, o9y si
cele termice 1" de pe laturile 'y si I'g;.

Conform relatiei (2.5]), pentru a rezolva problema enuntata mai sus si a determina tensiunile
termice o;;(), inainte de toate, trebuie sa fie determinate tensiunile termice 7;;(x,&);4,7 = 1,2
de la actiunea unei surse unitare punctiforme de caldura , dar pentru aceasta este necesar
de stabilit dupa formulele - (2.9), expresiile deplasarilor termice U;(z,&);i = 1,2 de la o

sursa unitara punctiforma de caldura.
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Determinarea deplasarilor termoelastice de la actiunea unei surse unitare punc-
tiforme de caldura. Formularea problemei.

Sa se determine FPTG de la actiunea unei surse unitare punctiforme de caldurd pentru
fasia V = (—oo < 1 < +00, 0 < 25 < ay) cu conditiile mecanice si termice de limita indicate

in Figura

x2 | 0-22 =0
le GT:O l]l =(
L ]
G(\I
T — >
=01 9 G=0 . X,

a,=0

Fig. 2.10. Schema unei fasii V cu conditiile de limita mecanice Uy, 799 si cele termice G
de pe laturile I'yg si ['9g.

Pentru aceasta se va rezolva ecuatia Lame:
pVEU (2,8) + (A4 )0, (x,8) — vGrg (., €)1i = 1,2, (2.53)
si ecuatia de tipul Poisoon:
V3Gr(z,€) = —0(x — €);2,6 €V, (2.54)

cu urmatoarele conditii omogene de limitd mecanice (G99 - tensiunea termica, U; - deplasarea

termoelastica) si termice (G - FG de tip Dirichlet pentru ecuatia Poisson):

- U1<I,y) = 07522(]},];) = 07GT(y7€) = 0,1‘,5 € Vvy = (yluo) S F207

—Ui(z,y) = 0,02(z,y) =0,Gr(y,§) = 0;2,£ € Viy = (y1,a2) € T'a1.

(2.55)

Se scrie legea Duhamel-Neumann (2.3)) pentru tensiunea termica @, care are urméatoarea

forma:

O99 = 2MU2’2 -+ O — ’}/GT, O = Uk’k($,£)7 k= 1, 2. (256)

Conform CL ([2.55)) pentru laturile 'y si Ty — T2 = 0 si G = 0. Relatia (2.56|) se
egaleazd cu zero si se inlocuieste dilatarea de volum © = U;; + Usp. In final, se obtine

urmatoarea expresie:

522 = 2/JJU272 + )\U1,1 + )\UQ,Q — ’YGT = ()\ + 2,u)U2,2 -+ >\U1’1 — ’}/GT. (257)
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Dacd U; = 0, atunci Uy ; = 0 si folosind cealaltd CL din (2.55)) (Gr = 0) rezulta: Uyo = 0.
Utilizand formula dilatarii de volum:

O = Ul,l + U272 =0 =0. (258)

Luand in calcul ultimele rezultate obtinute (2.58)), se poate completa sirul CL (2.55)), astfel
toate CL pot fi scrise in felul urmator:

- pentru latura marginala I'y:

GT :O; U1 =0= U171 = O,Gl = 0;522 = 0; U2,2 = O;GQQ =0=0= O;G@ = O; (259)

-pentru latura marginala I'y;:

GT :O, Ui=0= U171 = O,G1 = 0;522 = 0, U272 = O;GQQ =0=>0= O,G@ =0. (260)

Se foloseste expresia (2.9) si se obtine relatia generald a dilatarii de volum pentru fasia V:

0(0.6) = 1 15-Geln6) + [ |75 ey

o | Goto. i)

anp20
20

+ / [M —O(z,y)

8np21

] Goly, €)' (y). (2.61)

8np21
a2y

unde: y = (y1,0) € Ty, dla0(y) = dyr,0/Onr,, = —0/0ys;
y = (y1,a2) € T'a1,dlo1(y) = dyy,0/Onr,, = 0/0ys.
Din [50, p. 112], [58, p. 17] se extrag expresiile pentru G, Gg, G1, iar din [3] - pentru Go,
care coincide cu formula (2.25)):

1. By
GT = Ge = G1 = EIH f’ (262)
Gomb- Lmpg, ) Y (2.63)
9 =0 — —1n 2 + . .
4 (1 €1>;x1 > ¢
a2
FPTG pentru fasie se scriu folosind (2.7)):
_ Atp, . AP &
Ul(‘rag) - 2/14 2@(x7§) 2(/\ + 2#) IlGl(x7§) + 2,LL GT('I7£)
1
% 8G’L )
-3 [+ L+ wety) -6 L]
21 ony,

=0 DY

0
Ony,

[Ui(xa y) + éy_u (A +1)O(z,y) — vGr(x,y)] Gily, 5)] } dT;(y).
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Se folosesc expresiile FG (2.62)) - (2.63) si se inlocuiesc in (2.61)). Folosind CL (2.59) - (2.60)

si stiind ca Gg = G se obtine relatia pentru dilatarea de volum:

O(x,€) = 5 _ZzﬂG@(x, ). (2.65)

Conform (2.62)), Go = G, deci se poate scrie:

O(x,€) = 5 JQNGT(Q;, ). (2.66)

Pentru a obtine functia principald termoelastica a deplasarii U; se utilizeaza relatia (2.64)),
pentru ¢ = 1. Luandu-se in calcul CL (2.59) - (2.60)), integralele din expresia ([2.64]) sunt egale

cu zero pentru ambele laturi marginale, astfel se poate scrie:

A+
2p

Uz, &) = - L0, 6) - %lel(aE,f) + é—ilGT(x,g). (2.67)

(A +2u)

Folosind expresiile pentru FG ([2.62)) si a dilatarii de volum ({2.66[), in urma transformérilor

se obtine relatia finald de calcul a deplasarii termoelastice Us:

Ur(,€) = 555 (6 = 2)Gr(2,0). (2.68)

(A +2p)
In acelasi mod se determina deplasarea termoelastica Us, folosind formula (2.64]), pentru

1 = 2. Integrala de pe latura marginala 'y este egala cu zero conform CL.

Us(z,€) = m [6:Gr(x,€) — 12Ga(, )]

Yo ¥
—i—F/ ﬂ {()\ + ,u))\ n QMGT,z(x, y) — VGT,2(5U,y>} Go(y, €)dTa (y). (2.69)

Fasia are o latime egala cu ay (Figura[2.10)), deci yo se substituie prin ay. Se reduc termenii

asemenea si se obtine urmatoarea expresie a deplasarii termice Us:

Us(w,€) = 575

()\+2’u> §2GT<$,§)_I2G2(x,£)_/CL2GT’2($,y)GQ(y,g)de(y) . (270)

T21

Pentru rezolvarea integralei Ir(z,&) = [ asGra(z,y)Ga(y, &)dla(y) din ([2.70), s-a folosit

2y

CL pentru FPTG, care rezulta din CL ([2.59)), (2.60]) cu respectarea punctului & € I' = I'ygUT9;:
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Ur(z,8) = 0; Uga(z,8) = 052 = (21, 22) € V;§ = (£1,0) € Do (2.71)
U1(ZL',€) =0; UQ,Q(JT,f) =0z = (1’1,1‘2> € V,f = (51,&2) € I'y. (272)

CL a FPTG pentru ecuatia Poisson, care rezulta din aceleasi CL ([2.59)), (2.60)) cu respectarea
punctului x =y € I' = T'yg U I'oy:

Ui(y,§) = 0;y = (y1,0) € Ta0;§ = (61,62) €V (2.73)
Ui(y,€) = 0;y = (y1,a2) € Ta1;§ = (&1,62) € V. (2.74)

O astfel de integrala I5(z,&) este rezolvatd in literatura de specialitate [56, p. 214|, nu-

mai pentru alte CL. Integrala I1(x, &) este o functie armonica cu respectarea ambelor puncte
= (r1,m9) EVsil=(&,85) V.

Cu respectarea punctelor x =y € I' = I'yg U ['gq:

12(3675) =0;{ = (51752) eVix= (361 =Y, T2 = Y2 = 0) € Iyo; (2-75)

L(z,6) =0;£ = (£1,8) € Voo = (11 = y1, 2 = Yo = ag) € 'y (2.76)

Cu respectarea punctelor £ =y € I' = I'yg U T'g1:

Oy (x,8)/Ong, = —01x(7,€) /05 = 050 = (21, 12) EV,§ = (&1 = y1,§2 =42 = 0) € T'yp;

(2.77)
Oly(x,§)/Ong, = 0I3(x,§) /08 = asGa(x,§); v = (21,72) € V,§ = (&1 = 41,52 = Y2 = az) € ['ay.
(2.78)
Se folosesc aceste rezultate si se obtine:
Ir(z,§) = —22Ga(2,§) + &Gr(x,§) +9131/8G2 aild dxy — /&aggg 4) déy, (2.79)
unde:
[aZrE g — g [HorESg - [[ 2000 pg (280)

Se inlocuieste (2.79)) si (2.80) in (2.70) si se obtine o noua FPTG pentru deplasarea Us:

o Y 0Gy(z, 5)
Ug(x,f) = m |i—.1'1/8—2 T

8GT l‘ f aGT {L‘ f
+§1/ 9% —— g —// % d%gf]. (2.81)




G2(x7 5) _ aGT('r7 6)

Datorita urmatoarei expresii , functia finala a deplasarii U, va avea

81'2 N 852
forma:
_ 0 IGr(z,§) 0Gr(z,€)
Us(z, €) ~ 0+ 2 {(&—xl)/ 9% ——d& —// %%, d%f}. (2.82)

Verificarea expresiilor obtinute dupa CL.
Conditiile mecanice:
- pentru laturile FQO Sl F21 — U1 = O, U171 = 0, U272 =0:

Ui(z,§) = m&l —x1)Gr(x,&) =0; (2.83)

v

Use,(2,€) = 30+ 20

[~ (&1 — 71)Gre (2,6) + Gr(x,§)] = 0. (2.84)

Conditiile termice:

- pentru laturile I'yg si I'y; —> G = 0:

Ui(z,§) = m(& —x1)Gr(x,&) =0; (2.85)
Us(x,€) = m {(51 —JJ1)/8G§§§ 13 &, — // aGT (z,¢) dzfl} =0. (2.86)

Determinarea tensiunilor termice de la actiunea unei surse unitare punctiforme
de caldura.

Pentru determinarea tensiunilor termice 7;;(x,&) de la o sursd unitara punctiforma de

caldura se folosesc relatiile (2.66)), (2.68) si (2.82)) care se inlocuiesc in formula Duhamel-

Neumann ([2.3)). Intr-o forma intermediara, aceste tensiuni termice se vor scrie astfel:

7u(e.8) = 5 (6 = 0)Gra (@.6) = Gr(e. ) (287)
Tl ) = =35 (6 = 2)Gra (5:6) + Gr(,€); (288)
512(7;75) A + 2 [(Sl 1)GT,€2(ZE7€)} . (289)

Expresiile finale ale tensiunilor termice de la o sursa unitara punctiforma de caldura s-au

obtinut prin substituirea FG Gr(x, &) (2.62)):
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_ - ey 0 E2.
oz, §) = IO+ 2p) {(51 — 931)6—51 — 1} In 5ok (2.90)
—_ _ wy 0 Esy
o22(z,§) = Ot 20 {(51 — xl)a_& + 1} In 5ok (2.91)
_ _ 9 By
O'm(ﬂf,&) = m(Sl — .Tl)a—& ln E (292)

Solutiile obtinute pentru fasie, sunt incluse in Anexa A.

Construirea graficelor tensiunilor termice 7;; pentru fasie.

S-a folosit programa Maple 18 si s-au construit graficele tensiunilor termice 7;;(z, ) (2.90)
- (2.92) pentru fasia V = (=10 < x; < 10, 0 < 25 < 10), de la actiunea unei surse unitare
punctiforme de caldura aplicata in punctul cu coordonatele z; = 0, x5 = 5. Pentru constantele
elastice si termice au fost luate in calcul urmatoarele valori: coeficientul Poisson v = 0, 3;
modulul de elasticitate £ = 2,1 - 10°M Pa, iar coeficientul dilatarii termice liniare o = 1,2 -
107°(K1). Aceste grafice sunt prezentate in Figura .

Concluzii:

Dac se analizeazi graficele tensiunilor termice normale 71 (, £) — Figura2.11] a); o (z, §)
— Figura , b) si graficele tensiunilor termice tangentiale 75 (z, &) — Figura ¢,d), care

reprezinta acelasi grafic aratat din ambele parti ale fasiei, se poate afirma:

e se respectd CL impuse initial, cum se vede din Figura[2.11] b), Ga(z, &) = 0 pentru x5 = 0

s1 2 = ay. Daca variabila x; — £o0 atunci 7;;(z, §) = 0;

e daca punctul de aplicare cu coordonatele (£,&>) va coincide cu punctul de raspuns cu
coordonatele (z1,x9), atunci functiile 71 (z,§) si Taa(x, ) vor avea un maximum local,

iar functia 719(z, £) va avea un salt in acest punct;

e graficele tensiunilor termice @1(x, &) si Taa(x, &) sunt simetrice in raport cu planul care
trece prin punctul & = Om si respectiv in raport cu planul care trece prin punctul & = 5m.
Graficul tensiunilor termice 75(x, ) este antisimetric in raport cu planul care trece prin

punctul & = Om si respectiv in raport cu planul care trece prin punctul & = 5m.

Determinarea tensiunilor termice de la actiunea unui gradient de temperatura.

La determinarea tensiunilor termice 0;;(£); 7, 7 = 1, 2 se foloseste expresia (2.5)), unde rezulta:

T (y)
Ony

sursa interioard de cdldurd F'(x) = 0, fluxul de caldura = 0, schimbul de caldura dintre
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Fig. 2.11. Graficele tensiunilor termice 7;;(z, ) in fasia V = (=10 < 27 <10, 0 < 25 < 10) de
la actiunea unei surse unitare de caldura aplicata in punctul cu coordonatele z; = 0, x5 = 5.

T (y)
ony

mediul exterior si suprafata corpului (a7 (y) + a } = 0. Deci aceasta relatie se reduce la

urmatoarea formaé:

c g
O'ij(é) = _/TQO(ylvo)Q?;)(ylao;g)dyl _/T21(ylaa2)Q?j1(ylaa2§§)dy1a (2.93)
b !

unde:

055(y1,0;€)

852 ) A2;
D,0:8) = S e Sy, a€) = M
Y2

(2.94)
Ony,
Pentru determinarea acestor tensiuni termice 0;;(§) este necesar sa fie cunoscute functiile

de influenta ale tensiunile termice de la actiunea unei surse unitare punctiforme de caldura
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G;i(x;€) pentru fasia V = (—oo < 1 < 400, 0 < 9 < ag) cu conditiile mecanice si termice

de limita indicate in Figura . Aceste tensiuni termice 7;; sunt prezentate in relatiile (2.90)

- (2.92). Folosind aceste relatii pot fi determinate tensiunile termice oy; :

c g

0'11(5) = = /TQUQ%?(ylv Oaf)dyl - /TQIQ%%(ylv a2;€)dy17
b !
911 (y1,0;€) 1y 0 0 Es
200, (€)= —HILHS) — —yp)=— — 1| In—.
11(?/1’ ag) any2 471'()\ + 2#) 5y2 (51 yl)a& n EO
Se schimba variabila de derivare:
0 0
200y,,0,¢) = —— T % —y1)=— — 1| In Eyo Ep.
11(y17 75) 47T<>\+2,u) 852 (51 yl)agl 1l Lo Lo
In forma finald expresia va avea forma:
0 0
D0y, 0;8) = ———+T 2 (& —y)— — 1| InE
ll(yla 75) 27T()\+ 2,“) 852 (51 y1>a€1 1 Lo,
unde:
s 2
—(y1—¢1) T —(y1—&1)
Ey =1—2e02 cos —&y + e @2
a2
Tot in acelasi mod, se deriveaza si cealalta expresie pentru latura I'y;:
0 0
T Y P R [PSPR I
11(y17 Jg) 27'('()\ n 2M> 852 (él yl)a& N Li9q,,
unde:
m 2
—(yi—&) T —(y1—&1)
Es,, =1+ 2e2 cos a—§2 + e @2 .
2
Relatiile (2.98]) si (2.100) se substituie in (2.93)):
1y 0 d
=—— KT — —y1) = — 1| In Eyd
o11(§) 2 (M + 20) 20/352 {(51 y1)5€1 ] n L200Y1

b

g
0 0
—Tn / 8_52 [(51 - yl)a_& - 1] In Foq,dy;
f
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¢ 0
Pentru rezolvarea integralei f [(51 — ) =———=—1In E20‘| dy; se foloseste formula de integrare

b 96 06,

prin parti, unde se obtine:

c

o 0 0 [0
/ {(51 - yl)a—&a—&lﬂ E20} dyr = — (&1 — yl)a_&hl Eao — / 8—5211“ Egodyr. (2.103)
b

b

¢ 0
Integrala [ % In Eqody, se rezolva folosind [78] p. 82]. Rezultatul acestei integrale este:
p 082

al ( )
— W&
¢ 9 e@2 — Cos 152
In Egodyl =2 arctg T 92 . (2104)
862 sin —52
az
5 < . .o . .7 o 0
In aceastd ordine, se rezolva si cea de-a doua integrald [ |(&1 — y1) = o€ . & — In Fy,, | dy; din
¥ 1

@2.102).

Rezultatul final se scrie in felul urmator:

1(1/1*51) e
/ 9 0 9 e Heosh
— In & d In & 2 arct 2
/ {(51 yl)a& 0, B By | dyy = = (61 - )352 B 20 T 2BICTE sin -
f 4 52
2

(2.105)

Expresiile (2.103)) - (2.105) se substituie in (2.102)) si se obtine expresia finala de calcul a

tensiunii termice oy (&):

a (y1-&1) i
— W1—aQ1
[y 9 e @2 — cos 152
p)
o11(§) = — —~———=—= { Too | (&1 — y1) =— In By + 4 arctg
2m(A + 2p) 92 sin £,
az
b
T 9
— (&) T
9 e @2 + cos a—fQ
= T | (& = y1) 5 In Ena, — darcty — . (2.106)
52 sin —52
a2
f
Tensiunea termica normala o9(&) se calculeaza cu relatia:
c g
092(§) = — /TQOQgg(yla 0;§)dyr — /T21Q§§(y1, as; €)dyy, (2.107)
b f

20



unde:

P o A 0
gg(y170,£> - 271'()\ + 2”) 862 |:(§1 >8€1 + 11 In E207 (2108>

0 0
Q35(y1, as; &) = —ma—& [(5 y1)(951 + 1] In By, . (2.109)

Eoyq si By, sunt prezentate in expresiile (2.99)) si respectiv (2.101)).

Se inlocuiesc (2.108) si (2.109) in (2.107), se integreaza prin parti si se rezolva integrala

urmand etapele folosite la determinarea tensiunii termice o11(§). In forma finala, tensiunea

termica 092(€) se va calcula cu relatia:

Cc

— Ty {(51 ) o J

852 In E2a2:|

022(5) = m {T20 {(51 - yl)%lﬂ E20]

b f

g}. (2.110)

Tensiunea termica tangentiala o12(§) se calculeaza cu formula:

¢ g
o12(§) = —/T20Q?8(y1,0;£)dy1 - /TmQ?%(yl,ag;&)dyl, (2.111)
b 1
unde:
O s KA ,
T2(y1,0;6) = 270\ 20) 06 [(é e lnEzo : (2.112)
e Y 0 0 1
Qa(y1,a0;6) = (A + 21) 06, [(f y1)8§2 lnE2a2 : (2.113)

Eoq si By, sunt prezentate in expresiile (2.99)) si respectiv (2.101)).

Expresia finald a tensiunii termice o15(§) are forma:

c

el9) = g ||~ wag 1)

- Ty H(fl - yl)% - 1} In E2a2:|

g
b f .
(2.114)
Construirea graficelor tensiunilor termice o0;; pentru fasie.

S-a folosit programa Maple 18 si s-au construit graficele tensiunilor termice o;;(§) ((2.106),

(2.110]) si (2.114)) de la actiunea unui gradient de temperaturd 7oy = 80K, aplicat pe latura I'y

pe intervalul [b, c|, b = —4, ¢ = 4, si de la actiunea altui gradient de temperatura T5; = 100K,
aplicat pe latura I'y; pe intervalul [f,g], f = =7, g = 7 a fasiei V = (=20 < x; < 20,

0 < x5 < 10). Pentru constantele elastice si termice au fost luate in calcul urmatoarele valori:
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coeficientul Poisson v = 0, 3; modulul de elasticitate £ = 2,1-10°M Pa, iar coeficientul dilatarii
termice liniare oy = 1,2 - 1075(K ). Aceste grafice sunt prezentate in Figura .
Concluzii:
Daca se analizeazi graficele tensiunilor termice normale o11(§) — Figura [2.12] a,b); 022(€)
— Figura 2.12] ¢, d), si graficele tensiunilor termice tangentiale o15(¢) — Figura 2.12] e, f),

care reprezinta acelasi grafic prezentat din parti diferite a fasiei, se poate afirma:

se respecta CL impuse initial, cum se vede din Figura2.12} ¢, d), 092(£) = 0 pentru x5 = 0

si 2 = ay. Daca variabila 27 — £oo atunci 0,;(&) = 0;

e tensiunea termica oq1(§) Figura a,b) are un salt pe intervalul unde este aplicat

gradientul de temperatura;

e tensiunea termica o19(§) — Figura e, f) are un maximum local la capetele interva-

lului, unde este aplicat gradientul de temperatura;

e graficele tensiunilor termice o1;(§) — Figura[2.12] a,b) si 092(¢) — Figura2.12] ¢, d) sunt
simetrice, iar graficul tensiunilor termice o12(§) — Figura2.12 e, f) este antisimetric in
raport cu planul care trece prin punctul cu coordonata £ = 0. Aceasta se datoreaza
faptului ca gradientii de temperatura de pe ambele laturi sunt aplicati pe un interval

simetric in raport cu punctul & = 0.

2.2. Functii de influenta si solutii integrale pentru patrimea de plan

termoelastica

Formularea generala a problemei.

Sa se determine tensiunile termice 0;;(§);4,j = 1,2 pentru o problema particulard de limita
in forma de patrime de plan P(0 < z1, 22 < 00) cu conditiile termice de limita de tip Dirichlet
[22]. In limitele acestui domeniu este aplicat un gradient de temperatura T = T (y1,0) pe un

anumit segment de pe latura marginala I's0(0 < y; < 00;y, = 0):

T10(0,y2) =0,y € I'p;

T(y) = § Too(y1,0) = Ty = const,y € (a < y1 < bjya = 0),y € T'a0;0 < a < b; (2.115)

\TZO(ylaO):ane (0<y <a;y, =0)U (b <y <oojy2 =0),y € I'yp.
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Fig. 2.12. Graficele tensiunilor termice o;;(¢) in fasia V = (—20 < z; < 20, 0 < x5 < 10) de la
actiunea unor gradienti de temperatura aplicati pe ambele laturi ale fasiei.
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Cu urmatoarele conditii mecanice de limita :

- latura marginala ['y(y; = 0;0 <y < 00):

'y — 011 =012 :O; (2116)

- latura marginald 'y (0 < y; < 00;92 = 0):

Iyg — uy; = 0;099 = 0. (2117)

CL mecanice (2.116), (2.117) si cele termice (2.115) pentru problema particulard sunt

prezentate in Figura [2.13

12

Fig. 2.13. Schema patrimii de plan cu conditiile de limita mecanice 11, 012, 092, uy Si
termice 7' de pe laturile I'yg si I'yg pentru problema particulara.

In literatura de specialitate mai sunt rezolvate PL pentru pitrime de plan, dar prin MGO-C,
si cu alte conditii mecanice si termice de limita [32, [59].

Pentru a rezolva problema enuntata mai sus este necesar sa se determine tensiunile termice
G,j(x,€);1,5 = 1,2 de la actiunea unei surse unitare punctiforme de céldura, dar pentru aceasta
este necesar de stabilit valorile deplasarilor termice U;(x,€);i = 1,2 de la o sursa unitard

punctiforma de caldura.

2.2.1. Determinarea deplasarilor termoelastice de la actiunea unei surse unitare
punctiforme de caldura. Formularea problemei

Fie patrimea de plan P(0 < z1;25 < 00) cu conditiile termice de limita de tip Dirichlet

in care trebuie sa fie calculate deplasarile termice U;(x,€);i = 1,2 pentru urmétoarele conditii
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mecanice si termice de limita:

- pe latura marginala I'(y; = 0;0 < yp < 00):

o11(z,y) =012(z,y) = 0,2 € P;Gr(y,§) = 0;y = (0,y2) € I'ip; (2.118)

- pe latura marginald ['y0(0 < 33 < 00392 = 0):

522<x>y) = 0) Ul(xay) = O,ZE € Pa GT(yvé-) = Ovy = (y170) S F?D- (2119)

Toate CL sunt prezentate in Figura [2.14]

Fig. 2.14. Schema patrimii de plan cu conditiile de limita mecanice 711, 719, T2, U; si
termice G de pe laturile marginale I'1g si ['g.

La determinarea deplasarilor termoelastice s-au folosit formulele structurale U;(z, §) si ©(x, &),
care au fost demonstrate in teorema 16 din monografia [56, p. 195| pentru un sistem 3D cu

CL (2.118) si (2.119) care au fost obtinute din expresiile (2.7) - (2.9). Aceste formule struc-

turale sunt valabile si pentru o problema 2D. In acest caz expresia deplasirilor termoelastice

are forma:

Ui(z,§) = 2# |:£iGT<*T7£) — 7;Gi(7, &) — 2 (37151 0

0

L
ragg ([ emnene -

(0ot — 0111 / WT(x,g)dgl)} =12, (2120

unde:
Wr(z,€) - partea regulard a FG Gr(x,§);

014; 09; - simbolurile Kronecker;
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Dilatarea de volum se va calcula cu relatia:

0
O(z,§) = A:% (GT(:E,S) + A?ﬂxla—mWT(:p,g)). (2.121)

FG Gr,Ge si Gy;i = 1,2 sunt legate cu CL (2.118) si (2.119)) in felul urmator, daca sunt

date tensiunile pe latura marginala a patrimii de plan P, atunci derivatele FG sunt egale cu
zero, iar daca este data deplasarea, atunci FG este egala cu zero:

- pentru latura I'g(y; = 0;0 < yo < 00):
011 =012=0;Gr=0= G111 =Ga1 =Ge1 =0 (2.122)

- pentru latura 'y (0 < y; < 00;y2 = 0):
0=0U1 =0Gr=0=U;11=U20=0=0=0;G; =Gy =Ge =0. (2.123)

FG Gr;Ge; Gy si Gy pentru patrimea de plan P se extrag din [50), p. 107], [58, p. 14] si se

calculeaza cu urmatoarele expresii:

1 T
_ (1) - 172
Gr(z, &) = GV (x,§) yp In g (2.124)
1 ror
_ _ A _ L Tarie
Go(z,€) = Gy(z,§) = GV (x,€) ym In e (2.125)
Go(z,€) = G(Q)(:c,f) = —%lnrgrlgrrl +c, (2.126)
T

unde:

r= (21— &)+ (12— &)% = (11 + &)+ (22 — &)

ro = (11— &)* + (12 + &)% 112 = (21 + 61)° + (22 + &)°

FG Gy(z,€) = GP(z,€) contine o constanti nedeterminata ¢, deoarece solutia acestei PL
este caracterizata prin aceasta nedeterminare, iar rezultatul problemei este obtinut cu exacti-
tatea unei constante.

Partea regulard a FG Gp(z,€) (2.124]) reprezinta acea parte a functiei care contine indicele

inferior 1, adicd partea, care se reflectd fata de latura I'g, deci Wrp(x, &) din (2.120)) si (2.121])

s-a calculat cu urmatoarea relatie:

Wiz, €) = —In L. (2.127)

47 12
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Se inlocuiesc expresiile (2.124) - (2.127)) in relatia (2.120]), iar constanta nedeterminata c

din FG Gy(z,€) = G?(z,€) s-a luat egali cu zero ¢ = 0. In urma transformarilor necesare se

obtin FPTG U;(z,£);1 = 1,2 de la o sursa unitard punctiforma de cildurd pentru patrime de

plan P:
Y T T
= In — — In —;
Ur(z,§) ST+ 20) {@1 +&1) n + (71 — &) no
12 0 (&1
2 In—|; 2.12

Ua(z,§) = m {(1’2 + &) In(rire) + (22 — &) In(rrp) — 2 (xlglai& + 52) In :_112

0 r 1 / 1 )}
2— In —d&; — In —d . 2.129
* 652 (/61 n7"12 2 /\+Mx1 n7"12 2 ( )

2.2.2.  Determinarea tensiunilor termice de la actiunea unei surse unitare punc-

tiforme de caldura

La determinarea expresiilor pentru tensiunile termice 7;;(x, &) se foloseste legea Duhamel-

Neumann ({2.3)), care pentru PL 2D va avea forma:

unde: O(x,¢) - dilatarea de volum se calculeaza dupa formula ([2.121)):

g T2 2 9 1
e = | In— ). 2.131
(z,8) A (N +2p) (nrr12 * >\+,ux13131 n7“12> ( )

Substituind expresia pentru FG Gr(z,§) (2.124), a dilatarii de volum ©(z,§) (2.131)) si
FPTG (2.128), (2.129) in legea Duhamel-Neumann ([2.130]), se obtin functiile de influenta ale

tensiunilor termice 7;;(z, §) in patrimea de plan P de la actiunea unei surse unitare punctiforme

de caldura:

0
o1 (x,§) = an( U <ln a + (1 + &)= lng

A+ 2p) 172 /STNAT
(9 r 32 T
—&)—In— -2 —In— | ; 2.132
+(21 51)6’51 n - 1‘15185% n ?”12) ; ( )
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Taa(x,§) = e (hl T2 + (29 + 52)i In(r1272)

4ar (N + 241) 1Ty &
(g — gg)a%m(m) 2116, ;; r; + 2 gl)a%ln 7"_12) : (2.133)
Tl,6) = Ty (( - fl)a% in 22 4 0 + gz)a%m(rm)
+ (2 62)8—52 In(rry) + 251 o6, 1, ~And 821 8(22 In :—112> (2.134)

Solutiile obtinute pentru patrimea de plan, sunt incluse in Anexa B.
Graficele tensiunilor normale termice 711 (z,§), Taa(x, ) si a tensiunii tangentiale termice

T12(x, &) au fost construite folosind programa Maple 18 si sunt prezentate in Figurile [2.15] a),

2.16, a) si[2.17] a).

2.2.3. Tensiunile termice explicite in patrimea de plan pentru o problema par-

ticulara de limita

Conform CL termice (2.115)), rezulta ca fluxul de caldura aagn(y) = 0, schimbul de céldura
AT (y)
on

dintre mediul exterior si suprafata corpului |aT'(y) + a = 0. Patrimea de plan P este

actionatd doar de un gradient de temperaturd aplicat pe latura I'y(0 < y; < oo;yp = 0),
deci, sursa interioara de caldurda F(x) = 0, astfel formula integrala de tip Green (2.5) capata

urmatoarea forma:

[e.e]

0 (€ /T20 Y1, 0)Qi5(y1, 0;€)dyr, (2.135)
0

unde:
Qij(y1,0;8) = (0/0ny,)745(y, €). (2.136)
In forma matriceald, tensiunile termice pentru problema enuntata se va scrie in felul urmator:
011 012

0 (€) = : (2.137)

021 022

Pe rand se substituie expresiile (2.132) - (2.134) in formula (2.135)) si se obtin urméatoarele

relatii a tensiunilor termice:
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0'11<§) = W /852 |:1 LO — (yl +§1)a—€1hl7”10

2

—(n 51) 982

Inrg + 2y1& == In 7‘10} dyq; (2.138)

9

b
2

022(5)_ /\+2 To/{ (952 Inry — 52351 (7’107”0)

0* 0 0 0

—2u181 55 3§% 8§ - Inryp — ( 51)351 0E,

In 7"10:| dyl, (2139)

b
o2
012(5) = L 0/ [ S1m1Inr — ( 51) @

2m(A +2p) &} 3&1
—l—iln(r ro) + & 0 In(ripro) + 441§ & Inr ]dy (2.140)
96, 1070 2851 85 1070 1 1(951 oz 10 15 :
unde:
ro = 1(y1,0;§) = (y1 — 51)2 + 5357"10 =711(y1,0;8) = (y1 + 51)2 + 53. (2.141)

In urma rezolvarii integralelor din formulele (2.138) - (2.140) se obtin expresiile finale, pentru

tensiunile termice ;;(€), in patrimea de plan P, de la actiunea unui gradient de temperatura

Ty, aplicat pe latura marginala ['yg in limitele segmentului a < y; < b:

Iy 0 710
o11(§) = 2+ 200) 05 {(?ﬁ - 51)11(1%
b
+4& (arctan h ; & — arctan S 5_2 51) + 2& (ylai51 Inryy — 4)} ) : (2.142)
_ yudo v +& 7”10
728 = 50k o) {8““&“ & g o6, "
—2[ iy (2— i)} 9y }b- (2.143)
NS\ ) ag |, |
T 0
o12(§) = % {6518—&1117'10 (1 51)(951 n(r170)
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) b

T10 6
)ln 7’_0 + 4y1§18_£§ In 7"10:|

9

5 (2.144)

+(2+§2

a

Graficele tensiunilor normale termice o11(€), 022(€) si a tensiunii tangentiale termice o12(&)
au fost construite folosind programa Maple 18 si sunt prezentate in Figurile , b), , b) si
217 b).

Construirea graficelor tensiunilor termice o;; si 0;; pentru patrimea de plan P.

S-a folosit programa Maple 18 si s-au construit graficele tensiunilor termice 711 (x, §), Ta2(x, §)
si 712(x, §) pentru patrimea de plan P provenite de la o sursd unitara punctiforma de caldura
aplicatd in punctul x; = 5m, x5 = 5m si tensiunile termice o11(), 022(§) si 012(&) de la actiunea
unui gradient de temperaturd Ty = 50K aplicat pe segmentul a < y; < b, (a = 4m,b = 6m) de
pe latura marginald 'y (0 < y; < oo;y2 = 0).

Pentru constantele elastice si termice au fost luate in calcul urmatoarele valori: coeficientul
Poisson v = 0,3; modulul de elasticitate £ = 2,1 - 10°M Pa, iar coeficientul dilatarii termice
liniare ay = 1,2 - 107°(K1).

Tensiunea termica a5 (z, £) de la actiunea unei surse unitare punctiforme de caldura aplicata
in punctul z; = 5m,zs = 5m a fost calculata in baza formulei si este prezentata in
Figura 2.15] a). Tensiunea termica o11(§) de la gradientul de temperatura Ty = 50K a fost
calculata in baza formulei si este prezentata in Figura b).

Analizand graficele din Figura [2.15] se observa urmétoarele:

- se respectd CL enuntate in problema: pentru latura I'g(§ = 0,0 < & < o0) —

F11(2,€) = 0 (Figura BT8, a); o11(€) = 0 (Figura 218}, b);

- graficul din Figura [2.15] a) are un maxim local in punctul de aplicare a sursei unitare
punctiforme de caldura x; = bm,xs = bm, iar graficul din Figura [2.15] b) are valori
maximale, in limitele segmentului 4m < y; < 6m de pe latura marginala I'yy, de la

actiunea gradientului de temperatura.

Tensiunea termica qs(z, £) de la actiunea unei surse unitare punctiforme de caldura aplicata
in punctul z; = 5m,x, = 5m a fost calculata in baza formulei si este prezentata in
Figura 2.16] a). Tensiunea termica o2,(§) de la gradientul de temperatura Ty = 50K a fost
calculata in baza formulei si este prezentata in Figura b).

Analizdnd graficele din Figura [2.16] se observa urmatoarele:
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Fig. 2.15. Graficele tensiunilor normale termice 11 (x, €) si 011(€) in patrimea de plan P in
limitele 0 < &1,& < 10, a) de la o sursd unitara punctiforma de caldura si b) de la actiunea
unui gradient de temperatura aplicat pe un segment a laturii marginale I'y.

a)

&
o n

ca e o Py ey Iy gy

1
e
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622 [MPCL]

b) UQQ[MPCL]
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RO

S
QLXK

“

Fig. 2.16. Graficele tensiunilor normale termice T (x, &) si 092(£) in patrimea de plan P in
limitele 0 < &1,&; < 10, a) de la o sursd unitard punctiforma de caldurd si b) de la actiunea
unui gradient de temperatura aplicat pe un segment a laturii marginale I'y.

- se respectd CL enuntate in problema: pentru latura [y (0 < & < o036 = 0) —

on(z,§) = 0 (Figura[2.16, a); 02:(¢) = 0 (Figura b):

- graficul (Figura[2.16] a) are un maxim local in punctul de aplicare a sursei unitare punc-
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tiforme de caldura x; = dm, xo = bm.

Tensiunea termica 713(z, £) de la actiunea unei surse unitare punctiforme de caldura aplicata
in punctul z; = 5m,zs = 5m a fost calculata in baza formulei (2.134) si este prezentata in
Figura a). Tensiunea termica o12(§) de la gradientul de temperatura Ty = 50K a fost

calculata in baza formulei (2.144)) si este prezentata in Figura b).

a) Elg[MPGJ] b) Ulg[MPCL]

Fig. 2.17. Graficele tensiunilor tangentiale termice 75(x, &) si 012(§) in patrimea de plan P in
limitele 0 < &1,& < 10, a) de la o sursd unitara punctiforma de caldura si b) de la actiunea
unui gradient de temperatura aplicat pe un segment a laturii marginale I'y.

Analizand graficele din Figura [2.17] se observa urmitoarele:

- se respectd CL enuntate in probleméa: pentru latura I'ip(&; = 0;0 < & < o0) —

EIQ(xaf) =0 (Figura 7 a>; 012(6) =0 (Figura b)7

- graficul din Figura a) are un salt in imediata apropiere a punctului de aplicare a
sursei unitare punctiforme de caldura x; = 5m, xs = bm, iar graficul din Figura , b)
are maximum local in punctele a si b, ce corespund cu capetele segmentului unde este

aplicat gradientul de temperatura 4m < y; < 6m de pe latura marginala 'y, .

Concluzii:

e Relatiile pentru deplasarile termice U;(x,&);i = 1,2 (2.128)]) si (2.129)), tensiunile termice
Tij(x,€);4,5 = 1,2 (2.132)) - (2.134) si tensiunile termice o;;(z,€);4,7 = 1,2 (2.142) -
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(2.144)) pentru patrimea de plan P cu CL enuntate mai sus, au fost determinate pentru

prima data. Toate expresiile au fost obtinute in functii elementare.

e La determinarea tensiunilor termice o;;(x, ) pentru problema particulara nu a fost nece-
sara folosirea formulei lui Maysel si stabilirea cAmpului de temperatura, dupa care sa fie
calculata o integrald pe volum, ci doar de tensiunile termice ;;(z, §) de la actiunea unei
surse unitare punctiforme de caldura si de gradientul de temperatura Tj aplicat la ho-
tarul laturii, dupa care a fost calculata o integrala pe suprafata. Toate tensiunile termice

0,j(x, &) sioi;(x, §) au fost construite grafic folosind programa Maple 18 si sunt prezentate
in Figurile -R17

e Folosind relatiile tensiunilor termice de la actiunea unei surse unitare punctiforme de

caldurd 7;;(z, &) (2.132)) - (2.134) pot fi calculate tensiunile termice pentru o PL provenite

de la o sursd interioara de caldura si/sau de la actiunea gradientului de temperatura

aplicat pe una sau ambele laturi cu CL indicate in problema, iar cu ajutorul expresiilor

tensiunilor termice o;;(¢) (2.142) - (2.144]) usor se determind tensiunile termice de la

actiunea unui gradient de temperatura de orice valoare, aplicat in limita oricarui segment

de pe latura I'yg.

2.3. Solutii integrale termoelastice pentru semifasie

Formularea generala a problemei.
Sa se determine tensiunile termice 0;;(€);4,7 = 1,2 in semifasia K = (0 < 27 < oo,
0 < 23 < ay), de la actiunea unui gradient de temperaturd AT (z) aplicat in limitele unui

dreptunghi K' =[a <21 < b,c <129 < d] € K [62]:

To = const.,x = (x1,19) € K' € K;a>0,b>0,¢>0,d > 0;
AT(x) = (2.145)

0,2 = (z1,22) € =K\ K/,
cu urmatoarele conditii mecanice omogene de limita :

up = 05012 =0;§ = 0,0 <& < ay;
0922 :O,u1 :0,62 :0,0 §€1 < 00; (2146)

Uy = 0;091 = 0;& = ag,0 < & < 0.
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Determinarea tensiunilor termice.

Conditiile termice si mecanice de limita pentru semifasie sunt prezentate in Figura [2.18|

Fig. 2.18. Schema semifasiei cu conditiile de limita mecanice 11, 012, 022, U1, Us Si termice 7.

Pentru rezolvarea acestei PL se foloseste formula lui Maysel din [106) p. 483]:

u; (&) = ’}//AT(I)@(i)(ZE,f)dl’ldl’Q;i =1,2, (2.147)

v
unde:
00 (z, £) - sunt functiile de influenta de la actiunea unei forte unitare concentrate a dilatarii
de volum; v = (2 + 3\) - constanta termoelastica; a - coeficientul dilatarii termice liniare;
A, i - constantele de elasticitate Lame.

Expresiile ) (z, £) sunt extrase din [50, p. 115]. Deci, formula lui Maysel (2.147)) poate fi

scrisa in felul urmator:

b d
u; () ZVTO/dxl/@(i)(x,é)de —

T, EE,\EE
S el /da:l/ In =——2"2d,. (2.148)
)\+2N afz E1E2E12

Functiile E, B, Eg, Elg, E, El, E,, E5 sunt determinate folosind relatiile:

E=1+ 9e(m/2a2)(z1—61) COS(?T/QGQ)(IQ - 52) + 6(7r/a2)(zl—§1);

E, :E( fb@) E<I§£1; 52) By = 7($; —51,—52);

E =1 — 2e™202)@1=8) cos(r /2a5) (25 — &) + e(T/a2)(@=80), (2.149)

By = E(7;—&1,86); By = E(3;61, —&); B = E(2; &, —&).
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Functiile din expresia (2.148)) se substituie in legea lui Duhamel-Neumann [29, p. 5|, [106,
p. 476]:
oij = (i + ugi) + 0 (Mg g —yT);4,j = 1, 2. (2.150)

Se rezolva integralele respective si se obtin expresiile finale pentru tensiunile termice o;;(§);

ij=1,2:
T —To; £ K
on(§) = —ﬂiﬁg )F(é) + ; (2.151)
a 0, e
T —1o; (e K
02 (8) = —%F(g) + : (2.152)
" 0, e
o~ _ o~ |x2=d z1=b
T EFE\EFE
T1a(€) = — Ky Lo o Dbt (2.153)
Am(A+2u)  EE\E>E)s
xra=c¢ r1=a
In formulele [2.151)) si [2.152)) functia F(€) este exprimata prin urmatoarele relatii:
_ ~ _ ~ ~ _ ~ _ qzi=bxe=d
F(§) = _f+f1+f2—f12—f+f1+f2—f12] : (2.154)
r1=a;ro=c

unde functiile f, fl, fo, f12, f f, f27 fi2 sunt determinate cu expresiile:

f = arctan

I

e(w/2a2)(x1—€1) + Cos(ﬂ/Qag)(-fQ - §2> .
sin(m/2as)(x2 — &)

fo= fla; =61, 6); fa = f(:61, —&); fra = [ =61, —&2);
- e(m/2a2)(z1—-61) _ cos(ﬂ'/Qag)(l‘z - 52) .
f = arctan sin(7/2az)(z2 — &2) ,

fi=f(3-6,8); fo = f(2; 61, —&); fio = f(; —&1, —&).

Construirea graficelor tensiunilor termice o;; pentru semifasie.

S-a folosit programa Maple 18 si s-au construit graficele tensiunilor termice 14 (§), 022(§) si
012(€) pentru semifasia K, provenite de la actiunea unui gradient de temperaturd Tp = 50K,
aplicat in limita unui dreptunghi K' = [6 < x; < 10,4 < x5 < 6] € K.

Pentru constantele elastice si termice au fost luate in calcul urmatoarele valori: coeficientul
Poisson v = 0,3; modulul de elasticitate £ = 2,1 - 105M Pa, iar coeficientul dilatérii termice

liniare a; = 1,2 - 107°(K~!). Graficele sunt prezentate in Figura [2.19]
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Fig. 2.19. Graficele tensiunilor termice o;;(£) in semifésia K = (0 < z; <10, 0 < 25 < 10) de
la actiunea unui gradient de temperatura, aplicat in limita unui dreptunghi.

Concluzii:

Daca se analizeaza graficele tensiunilor termice 0;;(§) din Figura se poate afirma:

e se respectda CL impuse initial, cum se vede din Figura [2.19] b), 092(§) = 0 pentru & = 0.
Din Figura c), 012(§) = 0 pentru & = 0 si din Figura d), 021(§) = 0 pentru

& = ay. Daca variabila & — oo atunci 0,;(€) = 0;

e tensiunea termica o11(§) Figura a) si tensiunea termicd o99(§) Figura b) are

un salt la hotarul dreptunghiului unde este aplicat gradientul de temperatura;

e tensiunea termicd o12(§) Figura [2.19] ¢,d) are un maximum local (puncte singulare) in

varfurile dreptunghiului gradientului de temperatura;
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2.4. Reprezentarea grafica a functiilor Green pentru tensiunile ter-

mice intr-un dreptunghi

Campul de tensiuni termice, cauzat de o sursa unitara punctiforma de caldurd aplicata
in interiorul diferitor domenii carteziene poate fi formulat cu ajutorul functiilor termoelastice
Green. Pentru prezentarea grafica a tensiunilor termice in interiorul unui dreptunghi a fost
folosita programa Maple 18. Cu ajutorul acestui soft, pot fi construite graficele pentru diferite
expresii voluminoase ale FG, inclusiv pentru expresii analitice, care au forma de suméa a unor
functii singulare conchise si a unor serii ordinare infinite, care contin functii trigonometrice si
functii hiperbolice. Pentru exemplificare se prezinta graficele tensiunilor termice, de la actiunea
unei surse unitare punctiforme de caldura aplicata in interiorul unui dreptunghi cu anumite
conditii omogene de limita pentru temperatura, fluxul de caldura, deplasari termoelastice si
tensiuni termice date pe laturile lui [14].

Expresiile tensiunilor termice 7;;(z,{) de la actiunea unei surse unitare punctiforme de
cildurd, au fost deduse in lucrarea [48| pentru dreptunghiul D = (0 < 27 < a1,0 < 25 < ay),
a; > 0,as > 0 cu urmatoarele CL mecanice si termice:

- latura marginald I';o(y; = 0;0 <y < ay):
Ur(z,y) = 0,012(z,y) = 0;0G7(y,§)/On1o = 0;2,§ € D;y = (0, y2) € I'io; (2.155)

- latura marginala I'y1(y; = a1;0 < g9 < ay):

gz, y) = 0;Uz(2,y) = 0; Gr(y,§) = 0;2,§ € Dyy = (ar,92) € ' (2.156)
- latura marginald 'y (0 < y; < ag;y2 = 0):
Goa(7,y) = 0;Us(7,y) = 0;Gr(y, &) = 0;2,§ € Dy = (y1,0) € T'yo. (2.157)

- latura marginala 'y (0 < 3y < a1;y2 = as):

Ga1(2,y) = 0; Uz(2,y) = 0;0Gr(y,§)/Ona1 = 0;2,§ € D;y = (y1,a2) € oy (2.158)

Toate CL ([2.155]) - (2.158) sunt prezentate in Figura [2.20]

Cum a fost mentionat mai sus, aceasta PL a fost rezolvatd in [48] si functiile de influenta
ale tensiunilor termice 7;;(x, &) de la actiunea unei surse unitare punctiforme de caldura au

urmatoarea forma:
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Fig. 2.20. Schema dreptunghiului cu conditiile de limita mecanice 711, 712, T22, Uy, Us si
termice G'p, 0Gr,, de pe laturile marginale I'yg, I'11, Iy si I'y;.

EE1E2E12 0 1 EElEQElg

- + 1l — hl —_————=—
06141 EE,FEyE)

T (r,€) = ———F <1_gi)in
o (A+2p) lagl dm  EFE\E,Ey,
2 1 P
Ca LS T h h 2.1

— 17 sinh V1IF1) vy cosh V1§1:| sin v xe sin 165},

(ale”1“1 cosh vy 21
+

cosh vyaq
Functiile F, El,EQ,Elz,E, El,Eg si E15 se determini dupa relatiile (2.149), iar 14 se va

calcula in felul urmator: vy = (2m — 1)7/2aq9;m = 1,2, 3...
EE\EyEry

Ta(,€) 7 (1+§ 0 ) L, EEEE, 01
g xZ, = - —_— _{"mmh-— — 71— — N —
22 ()\ + 2#) 1851 47 EE{EyFEio 1851 47 EE|F>E
2 & 1 5
K3 LH&igg | oosh h 2.160
a2 ; vie¥19 cosh vy ay [( ta &, ) cosh vy coshv1§; ( )

— x1 sinh 1/1371) v cosh V1£1:| sin vy xg sin &5} ;

a1 cosh v,
cosh vya;

- (x 5) YL a f 1 In EElEQElg T 1 In EE1E2E12
op(r,f) = ——-— —In—-—"——-2—In——"-=
12 (A +2u) 06 | “4n EE\E,Ey, At EE,EyEy
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o

2 1
- Z [£1 cosh vy 2y cosh 1€ (2.161)
ag £~ vie’1a cosh vyay

a,e"1 cosh vz

+ (351 sinh vy — ) sinh 1/151} sin v xg sin v &}

cosh viaq

Graficele tensiunilor normale termice 711(z,€), Taa(z,€) si tensiunii tangentiale termice
T12(x, &) in dreptunghiul D = (0 < 27 < ay, 0 < 29 < ay); a1 = 8m,as = bm, de la actiunea
unei surse unitare punctiforme de caldura aplicata in punctul cu coordonatele 1 = 4m, xo = 2m
sunt prezentate in Figura Aceste grafice au fost construite in baza expresiilor -
la numarul de termeni n = 20 cu urmatoarele valori ale constantelor de elasticitate si
termoelasticitate: coeficientul Poisson v = 0, 3; modulul de elasticitate E = 2,1 - 10°M Pa, iar
coeficientul dilatarii termice liniare a; = 1,2 - 107°(K1).

Concluzii:

Analizand graficele tensiunilor termice o;;(§) din Figura se poate afirma:

e tensiunile termice 711, T99 si 712 satisfac CL (2.155)) - (2.158)) impuse initial, cum se vede
din Figura 2.21} a), 711(x,&) = 0 pentru & = ay. Figura [2.21} b), Foo(2,£) = 0 pentru
& = 0. Din Figura [2.21} ¢), 712(x, &) = 0 pentru & = 0 si & = as;

e in punctul de aplicare a sursei unitare punctiforme de caldura x; = 4m, xo = 2m, tensi-
unile termice normale 717 si 092 au un maximum local, iar tensiunea termica tangentiala
712 are un salt in acest punct. Punctul de aplicare a sursei unitare punctiforme de caldura

se numeste punct de singularitate.

Programa Maple 18 permite calcularea expresiilor voluminoase care contin atat sume de
functii elementare, cat gi serii ordinare infinite ca produse dintre functii trigonometrice gi functii

hiperbolice.

2.5. Validarea problemelor de limita bidimensionale

Folosind MRIA s-au determinat FPTG U;(z,&);i = 1,2 pentru o PL in forma de patrime de
plan P(0 < z1, 29 < 00) cu conditiile termice de limitd de tip Dirichlet si urméatoarele conditii
de limita mecanice:

- pe latura marginala: I'o(y; = 0;0 < yo < 00):

Ui(z,y) = Us(z,y) =02 € P;Gr(y,§) =0y = (0,42) € I'o; (2.162)
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Fig. 2.21. Graficele tensiunilor termice 7;; (x,€) in dreptunghiul D in limitele 0 < & < 8;
0 < & <5 de la actiunea unei surse unitare punctiforme de caldura.

- pe latura marginala 'y (0 < y; < 00;y, = 0):

F(r,y) = 0;Ui(z,y) = 0,0 € P;Gr(y,§) = 0,y = (y1,0) € Tap. (2.163)

CL mecanice si cele termice (2.162)), (2.163) sunt prezentate in Figura [2.22]

Folosind aceeasi metodologie de rezolvare a PL in forma de patrime de plan, expusa in §2.2]
au fost obtinute FPTG.
Expresiile finale ale functiilor de influenta ale deplasarile termice de la o sursa unitara

punctiforma de caldura U;(x,§);i = 1,2 au urmatoarea forma:
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U2 G=0r, *
0,=0

Fig. 2.22. Schema patrimii de plan cu conditiile de limita mecanice Uy, Us, Goo, U; si termice
G de pe laturile 'y si T'yg.

g 172
U S — R ) Pt
1(1:’5) 87T()\ + QIU) |: (Il fl) n T
A+ 1 1
+4)\ i 3/21'151(1'1 + 61) (7"_1 1DT10 — 7’1_2):| ; (2164)

_ 7 _ Ty (Atr)ng
U2<x’€)_87r()\+2u){($2 &) [lnr1 4()\—1-3#) 7"1}

T2 A\ 21y
+(zg + &) {lnr—m —4 (A " 3u) T—u] } . (2.165)

In literatura de specialitate [59], sunt cunoscute expresiile deplasarilor termoelastice pentru
PL in forma de patrime de plan de la o sursa unitara punctiforma de caldura cu CL enuntate
in problema. Aceastda PL fiind rezolvata prin MGO-C. La compararea acestor rezultate, care
au fost obtinute prin folosirea ambele metode, se observa, ca aceste expresii ale deplasarilor
termice U;(z,§);i = 1,2 corespund in totalitate. Deci, rezultatele obtinute la rezolvarea PL

folosind MRIA sunt exacte.

2.6. Concluzii la capitolul 2

e Expresia FG poate fi folosita in conductibilitatea termica stationara pentru deter-
minarea caAmpului interior de temperatura pentru fasia V', in cazul in care, in interiorul
fasiei este aplicatd o sursd de caldura si/sau pe diferite intervale ale laturilor fasiei fluxul
de caldura este diferit de zero. Aceasta functie se va utiliza la calcularea deplasarilor si

tensiunilor termice pentru fasia V.
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Relatia campului interior de temperatura poate fi folosita la determinarea tempe-
raturii pentru fasie cu CL de tip Dirichlet de orice dimensiune si valoare a gradientului
de temperatura, care actioneaza pe un anumit interval pe laturile 25 = 0 si/sau xo = as.
Relatia campului interior de temperatura pentru fasia cu CL de tip Neumann
poate fi folosita la determinarea temperaturii pentru fasie cu orice dimensiune si valoare
a gradientului de temperatura, care actioneaza pe un anumit interval pe laturile x5 = 0,
iar pe latura xo = ay fluxul de caldura este zero. Daca temperatura nu va fi o constanta
ci o functie, atunci va fi necesar de calculat din nou integrala . Campul interior de
temperatura deja determinat poate fi folosit in domeniul termoelasticitatii la obtinerea

deplasarilor si tensiunilor termice in fésie.

Solutiile integrale ale FPTG ([2.85)), (2.86]) si relatiile tensiunilor termice ([2.90)) - (2.92])

de la o sursa unitara punctiforma de caldura pentru fasie, pot fi folosite la obtinerea
expresiilor termoelastice, de la actiunea unei surse interioare de caldura cu CL enuntate

in problema;

Solutiile integrale ale tensiunilor termice (2.106f), (2.110)), (2.114]) pot fi folosite pentru

determinarea tensiunilor termice in fasie, de la actiunea unui gradient de temperatura de

orice valoare, aplicat pe una sau ambele laturi cu CL enuntate in problema;

Solutiile integrale ale FPTG (2.128), (2.129)) si relatiile tensiunilor termice (2.132)) -

(2.134) de la o sursd unitard punctiforma de caldura pentru patrimea de plan P pot
fi folosite la obtinerea expresiilor termoelastice, de la actiunea unei surse interioare de

caldura cu CL enuntate in problema;

Solutiile integrale ale tensiunilor termice (2.142) - (2.144) pot fi folosite pentru deter-

minarea tensiunilor termice in patrimea de plan P, de la actiunea unui gradient de tem-

peratura de orice valoare aplicat pe latura I'yy cu CL enuntate in problema;

Expresiile deplasarilor termoelastice ([2.148]|) si ale tensiunilor termice (2.151) - (2.153)

pot fi folosite pentru determinarea deplasarilor si tensiunilor termice in semifésie, de la
actiunea unui gradient de temperatura de orice valoare, aplicat in limita unui dreptunghi

pe suprafata semifésiei, cu CL enuntate in problema;

Au fost validate PL rezolvate prin MRIA, unde s-a demonstrat, ca folosind aceasta

metoda, se obtin rezultate exacte.
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3. SOLUTII INTEGRALE TERMOELASTICE PENTRU
PROBLEMELE DE LIMITA TRIDIMENSIONALE

3.1. Functii de influenta si solutii integrale pentru semispatiul ter-

moelastic

Formularea generala a problemei.

S& se determine deplasirile termoelastice w;(§); @ = 1,2, 3 pentru o problemé particulara de
limitd intr-un domeniu de forma unui semispatiu S(0 < 27 < 00, —00 < X9, 3 < 00) cu CL de
tip Dirichlet [6]. In limitele acestui domeniu actioneazi un gradient de temperatura Ty = const.

pe un anumit segment de pe axa z3 a planului marginal I'ig(y; = 0, —00 < Yo, y3 < 00):

(

T10(0, Y2, y3) = To = const,y € (y1 = 0;y2 = c;a < y3 < b);y € I'i;
T(y) = T10<07 3/273/3) = 07 (31)
(¥ € (1= 0;—00 <2, y3 < 00) /(1 = 04 = a < y3 < b),y € Tao.
Conditiile mecanice de limita pentru planul marginal I'yy sunt urmatoarele:
Uy = U = U3z = 0. (32)

CL termice si cele mecanice pentru problema particulara a semispatiului sunt prezen-

tate in Figura 3.1}

T T T T T s 7
7 u,=0 Xy b T=T /1
// ! V Tl
v S
;! =0 s !
a Vu,=0 .y , \
/ 12 0 1 x / !
/ \ c . 2 , \
/ — Fd /
/ u, 0 a /
/‘/ Xy /
e e {

Fig. 3.1. Schema semispatiului S(0 < x; < 00, —00 < T3, 3 < 00) cu conditiile de limita
mecanice uy, ug, uz si termice 7' de pe planul marginal I';o(y; = 0; —00 < Yo, Y3 < 00).

Pentru a rezolva problema enuntata mai sus este necesar sa se determine FPTG ale de-

plasarilor U;(x,€);i = 1,2,3 de la o sursa unitara punctiforma de caldura.
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3.1.1.  Determinarea deplasarilor termoelastice pentru semispatiu de la actiunea

unei surse unitare punctiforme de caldura

Sa se determine FPTG ale deplasarilor U;(z,&);i = 1,2,3 pentru o PL intr-un domeniu de
forma unui semispatiu S(0 < 77 < 00, —00 < Ty, 23 < 00) cu conditiile termice de limita de
tip Dirichlet (G = 0), de la actiunea unei surse unitare punctiforme de caldurd aplicata in
limita acestui domeniu, pe planul marginal al caruia I'1o(y; = 0; —00 < ys,y3 < 00) sunt date

si urmatoarele conditii mecanice de limita [21]:

Ul = U2 == U3 = 0, (33)

Conditiile mecanice si cele termice omogene de limita pentru problema de limita sunt prezen-

tate in Figura 3.2

Fig. 3.2. Schema semispatiului S(0 < x; < 00, —00 < T3, 3 < 00) cu conditiile de limita
mecanice Uy, Uy, Us si termice G'r de pe planul marginal I'yo(y; = 0; —00 < y2,y3 < 00).

In literatura de specialitate sunt rezolvate PL pentru semispatiu prin alte metode si cu alte
conditii mecanice si termice de limita [35] 39, [106].

Fie S(0 < z; < 00,—00 < Zy,r3 < 00) un semispatiu in care trebuie sa fie calculate
deplasarile termice U;(z,€);i = 1,2,3; x = (z1,x2,23),f = (&1,&2,&3), pentru aceasta s-au

rezolvat ecuatiile Lame:

17t Ui, €) + (A + p)Og, (2,€) —7Gre,(2,6) = 0;i =1,2,3, (3.4)

cu urmatoarele conditii mecanice si termice de limita:

- pe planul marginal I'1o(y; = 0; —00 < y2,y3 < 00):

Ui(z,y) = Us(z,y) = Us(z,y) = 0;2 € S;Gr(y,&) =0y = (0,y2,y3) € I'io; (3.5)
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La rezolvarea acestei probleme s-a utilizat MRIA prin folosirea formulelor structurale U;(x, £)
si ©(z, ) care au fost demonstrate in teorema 13 din monografia [56], p. 154|, pentru un sistem

3D cu CL (3.5)) si au urméatoarea forma:

Ui, €) = 5rig |6Gr(@,§) — Gyl €) — 20,6, 87" O Wo(w,6)| 5i= 1,23, (3.6)

(A +2p) 0&i
unde:
Wr(z,€) - partea regulara a FG Gr(z, €);
B A+ 3

=
Gr(z,€) - FG cu CL inversa, adica pentru planul marginal I'jo, derivata functiei pe normala

85T(1‘,£) _aaT(x7£)

exterioara la planul marginal ia valoarea zero = 5 = 0.
Ty n
Dilatarea de volum s-a determinat folosind relatia:
Y 2u ., 0
S} = G —2B —W . 3.7
0.6 = 55 (Gre.9) + 52 B W00 3.)

FG Gr;Go si Gy;i = 1,2,3 sunt legate cu CL (3.5) in felul urméator: daca este data

deplasarea, atunci FG este egala cu zero, deci, pentru planul marginal I'y,:

U1:U2:U3:O;GT:O:>G1:G2:G3:G@:0. (38)
FG Gr;Ge;G1; Gy si G5 pentru semispatiul S se extrag din [I0, p. 191], [50, p. 134] si se
calculeaza cu urmatoarele expresii:

1

Gi=Gy=G3=GCGr=Go=GY =
47

(R~ — RY, (3.9)

unde:
R=\/(x1— &)+ (22— &)? + (x5 — &) Ry = /(21 + &1)? + (22 — &) + (3 — )2
FG Gr(r,€) cu CL inversa, adicd G = 0 pentru I'jo se stabileste din [10, p. 191], [50,

p. 134] si are forma:

G, €) = %(R‘l LR, (3.10)

Partea regulari a FG Gr(x,€) (3.10)) reprezinta acea parte a functiei, care contine indicele
inferior 1, adicd partea, care se reflectd fata de suprafata I'j, deci Wp(z, &) din (3.6) si (3.7))

s-a determinat cu urmatoarea relatie:

Wr(z,€) = —(R[). (3.11)



Se inlocuiesc expresiile (3.9) si (3.4.) in relatia (3.6)) si in urma transformarilor necesare se
obtin expresiile finale ale functiilor de influentd pentru deplasarile termice U;(z,€); i = 1,2,3

in semispatiul S:

__ " | e 10 ],

Ul(ZL',é-) = m _(61 — Il)(R 1 Rl 1) — 2ZE1£1.B 16_&R1 1- ) (312)
__ " | e 10 ],

Us(,§) = 8700+ 21) _(52 — ) (R = R') — 2116, B 18_52R1 1_ ; (3.13)
. v [ — _ 1 0 —1_

Ug(llf,g) = m -(63 — $3)<R - R1 1) — 2$1§1B 18_53R1 | . (314)

Construirea graficelor deplasarilor termoelastice U; pentru semispatiu.

Folosind programa Maple 18 au fost construite graficele deplasarilor termoelastice U;(x, £);
1 =1,2,3, in semispatiul S, in limitele 0 < & < 10, —10 < &3 < 10 si a planului care trece prin
punctul & = 1. Sursa unitara punctiforma de calduri a fost aplicata in punctul cu coordonatele
x1 = bm, xy = 2m, x3 = 0. Pentru constantele elastice si termice s-au luat in calcul urmatoarele
valori: coeficientul Poisson v = 0, 3; modulul de elasticitate £ = 2,1 - 10° M Pa, iar coeficientul
dilatarii termice liniare oy = 1,2 - 107°(K ).

Deplasarile termoelastice Uy (z, €), Us(x, §) si Us(x, £) au fost determinate in baza formulelor

(3-12) - (3-14) si sunt prezentate in Figura [3.3]

Concluzii:

Daci se analizeaza graficele din Figura [3.3] se observa urmatoarele:

e se respectda CL ([3.5) enuntate in problema: pentru planul marginal I'yg unde Uy (z,£) =0

(Figua B3} a); Ua(z,€) = 0 (Figura B3 b); Us(e,€) = 0 (Figura B3} o); € = (&4 = 0

—00 < §,&3 < 00);

e graficul deplasarii termice Us(z,§) are un maxim local in punctul de aplicare a sursei
unitare punctiforme de caldurd (Figura[3.3 b). Celelalte grafice Ui (z, &) si Us(x, &) au un
salt in imediata apropiere de acest punct. Aceasta se datoreaza planului (£, = 1) fata de

care s-a ales sa fie construite graficele.

e daci valorile £ — oo si/sau {3 — +oo, atunci deplasarile termice Ui (x,&); Us(z,€) si
U3($,f) — 0.
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Fig. 3.3. Graficele deplasirilor termice U;(z, &) in semispatiul S in limitele 0 < & < 10;
& =1; —10 < & < 10 de la actiunea unei surse unitare punctiforme de caldura.

3.1.2.  Determinarea tensiunilor termice de la actiunea unei surse unitare punc-

tiforme de caldura pentru semispatiu

La determinarea expresiilor pentru tensiunile termice ;;(z, ) se foloseste legea Duhamel-
Neumann (2.3), unde O(z, €) - dilatarea de volum se calculeaza dupa formula (3.7)), care pentru
aceasta problema are formas:

21 0

(R—l — R+ —B_lzl—Rfl) . (3.15)

_ g
O, &) = 4 A1 Oxy

(A +2p)

Substituind expresia pentru FG Gr(x,€) (3.9), a dilatarii de volum ©(z, ) (3.15) si a
functiilor de influenta a deplasarilor termice U;(x,€); i = 1,2,3 (3.12)) - (3.14) in legea Duhamel-
7



Neumann ([2.3) se obtin functiile termoelastice pentru tensiunile termice 7;; [21]:

_ O d _ 0 _
)= g (6 g 1] 7 (6 1)

0 0
~1 -1 _ ~1 .
+22,B —a&R (1 2518511-21 )} (3.16)

_ gty 9 9 1 et
i) = gt (6 g & mge ] (R A

L0 0 __
—41'1le 1a_£la_§2Rll}; (317)

T (1,6) = — { {(52 - 952)i - 1] (R7=R)

A (N +2p) 08
+22,B7* (ﬁa%ﬁ)ll - 5188—;%}%11) } ; (3.18)
7(0.6) = g (6 ) + (€| (R - )
—4931&3—1%8%3;1} : (3.19)

T33(7, &) = ﬁ { {(53 - $3)i - 1] (R = RY)

(A + 2 IEs
+22,B7! (ﬁa%&_l - 5188—;3;1) } : (3.20)
7ulw.8) = (6 - s + (6 - )| (R - )
—4x1§1318%8%}211} . (3.21)

Solutiile obtinute pentru semispatiu, sunt incluse in Anexa D.
Construirea graficelor tensiunilor termice 7;;(z,{) pentru semispatiu.

Folosind programa Maple 18 au fost construite graficele tensiunilor termice ;;(z,¢), in
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semispatiul S, in limitele —10 < &,&3 < 10 si a planului care trece prin punctul & = 0,5.
Sursa unitara punctiforma de caldura a fost aplicatd in punctul cu coordonatele x; = 5m,
9 = 0,23 = 0. Pentru constantele elastice si termice au fost luate in calcul aceleasi valori ca si
pentru deplasarile termice Us(x,§); ¢ = 1,2, 3.

Graficele tensiunii normale termice 711 (z, £) si a celei tangentiale 715(z, ) au fost construite

in baza formulelor (3.16)), (3.17)) si sunt prezentate in Figura
(1) Ell[MPCL] b) Elg[MPCL]

-0.017]
-0.027

-0.037

-0.047

-0.057

Fig. 3.4. Graficele tensiunii normale termice & (x, &) si a tensiunii tangentiale termice
T12(z, &) in semispatiul S in limitele & = 0,5; —10 < &, & < 10,
cauzate de o sursa unitara punctiforma de caldura.

Analizand graficele din Figura se observa urmatoarele:

- graficul din Figura a) are un maximum local in punctul de aplicare a sursei unitare
punctiforme de caldura x; = bm, x9 = 0,23 = 0, iar graficul din Figura , b) are un salt

in imediata apropiere a acestui punct;
- daca valorile &, &3 — +o0, atunci tensiunile termice 711 (z, €) si T12(z, &) — 0.

Graficele tensiunii normale termice Gaa(z, €) si a celei tangentiale Go3(z, ) au fost construite

in baza formulelor (3.18)), (3.19) si sunt prezentate in Figura

Analizand graficele din Figura [3.5] se observa urmitoarele:

- graficul din Figura a) are un maximum local in punctul de aplicare a sursei unitare
punctiforme de caldura x; = bm, xs = 0,23 = 0, iar graficul din Figura , b) are un salt

in imediata apropiere a acestui punct;

- daca valorile &, &3 — +00, atunci tensiunile termice G (x, &) si Taz(x, &) —0.
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0.0005
~0.0005
~0.0010-

-0.00157

-0.0020-

g [m]

2

Fig. 3.5. Graficele tensiunii normale termice @y (x, &) si a tensiunii tangentiale termice
Ta3(x, &) in semispatiul S in limitele & = 0,5; —10 < &, &3 < 10,
cauzate de o sursa unitara punctiforma de caldura.

Graficele tensiunii normale termice 733(z, £) si a celei tangentiale 73(z, ) au fost construite

in baza formulelor (3.20)), (3.21)) si sunt prezentate in Figura
a) Egg[MPa]

& [m]
2

Fig. 3.6. Graficele tensiunii normale termice @33(x, &) si a tensiunii tangentiale termice
713(x, &) in semispatiul S in limitele & = 0,5; —10 < &, &3 < 10,
cauzate de o sursa unitara punctiforma de caldura.

Analizand graficele din Figura se observa urmatoarele:

- graficul din Figura a) are un maximum local in punctul de aplicare a sursei unitare
punctiforme de caldura x; = 5m, xzs = 0, x3 = 0, iar graficul din Figura , b) are un salt

in imediata apropiere a acestui punct;

- dacd valorile &, &3 — £o00, atunci tensiunile termice @33(z, ) si 713(x, &) —0.
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Concluzii:

e Relatiile pentru deplasirile termoelastice U;(x,&);i = 1,2,3 (3.12)) - (3.14]) si tensiunile
termice 7;;(x,€);4,5 = 1,2,3 (3.16) - (3.21)) pentru semispatiul S cu CL (3.5) au fost

determinate pentru prima data. Toate expresiile au fost obtinute in functii elementare.

e Deplasarile termoelastice U;(z,§);4 = 1,2, 3 si tensiunile termice 7;;(x,€);i,7 = 1,2,3 au

fost prezentate grafic folosind programa Maple 18, cu analiza ulterioara a acestor grafice.

e Cu ajutorul acestor expresii pot fi obtinute reprezentarile grafice de la actiunea unei
surse unitare punctiforme de caldura, aplicata in orice punct din acest domeniu. Folosind
relatiile deplasarilor termoelastice U;(x,£);i = 1,2,3 - si a tensiunilor termice
0ii(x,8);1,7=1,2,3 — de la actiunea unei surse unitare punctiforme de caldura
pot fi calculate deplasirile termoelastice (folosind relatia ), respectiv tensiunile ter-
mice (folosind relatia ) pentru o problema de limita particulara, de la actiunea unei
surse interioare de cdldura aplicata in limita acestui domeniu si/sau de la actiunea unui

gradient de temperatura aplicat pe planul marginal I'yg.

3.1.3.  Deplasarile termoelastice u; in semispatiu S pentru o problema particulara

de limita

Conform conditiilor termice de limita (3.2), rezulta: sursa interioara de caldura F'(x) = 0,

IT(y)

3 = 0, schimbul de caldura dintre mediul exterior si suprafata corpului
Ny

fluxul de caldura a

[aT(y) + aagéy)

pe segmentul (y; = 0;y2 = ¢;a < y3 < b), de pe planul marginal T'yg(a, b, ¢ € Tip;a < b) [6].

} = 0. Semispatiul S este actionat doar de un gradient de temperatura aplicat

Astfel, formula integrald de tipul Green ({2.1]) se scrie in felul urmaétor:

b
uz(é.) = - /T10(07 Y2, y3>Q’L(07 Y2, Ys3; f)dyfi? (322>
unde:
Qi(0,y2,93;€) = (0/0y1)U; = —(9/9n,,)U;. (3.23)
Se substituie expresiile U; din relatiile (3.12) - (3.14)) in formula (3.23)):
oU 2
Ql _ 1 Y 51 . (324)

Oy1  2r(A+3p) Ry
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_oUy Y (& —o).
R F e S W T I A (3.25)

. 0Us3 . Y ) &1(& —ys)
R T o WP I (3.26)

unde: Ryg = /& + (c — &)? + (y3 — &3)?; iar ys s-a luat egal cu ¢, deoarece pe ordonata ys = ¢
se afla gradientul de temperatura.

Relatiile (3.24) — (3.26]) se inlocuiesc pe rand in formula (3.22)), se rezolva integralele si

se obtin expresiile finale ale deplasirilor termoelastice u;(€), in semispatiul .S, de la actiunea

gradientului de temperatura aplicat pe axa x3, a planului marginal I’y conform CL ({3.1)) si

(3:2).
_ T & (ys — &) ‘
e 2r(A +3p) €+ (c — &)?] Ry a,’ (3.27)

T & —oys—&)|
2r(A+3p) 63 + (¢ — &)? R,

(3.28)

U =

YTy & |
_ . _ 3.29
. 2r(A+3p) Riol, (3.29)

Construirea graficelor deplasarilor termoelastice u; pentru semispatiu.

Folosind programa Maple 18 au fost construite graficele deplasarilor termice u;, in semispatiul
S, de la actiunea unui gradientul de temperatura Ty = 50K, aplicat pe segmentul y; = 0;
y2 = c;a < y3 < b;(a = —4m,b = 4m,c = 2m) a planului marginal I'yo.

Deoarece, aceasta este o problema 3D, atunci, pentru a construi graficele deplasarilor termo-
elastice, pe rand, se va fixa cate o variabila, iar graficele vor fi prezentate in raport cu variabilele
ramase. Pentru constantele elastice si termice au fost luate in calcul urmatoarele valori: coe-
ficientul Poisson v = 0.3; modulul de elasticitate £ = 2,1 - 10°M Pa, iar coeficientul dilatarii
termice liniare oy = 1.2 - 107°(K1).

S-au construit graficele deplasarilor termoelastice u;(€);7 = 1,2,3, in semispatiul S, in
limitele —10 < &,&3 < 10 si a planului care trece prin punctul & = 1. Deplasarile termice
u1, Uy si uz au fost obtinute in baza formulelor - si sunt prezentate in Figura [3.7]

S-au construit graficele deplasarilor termice u;(€), in semispatiul S, in limitele 0 < & < 10;
—10 < & < 10 si a planului care trece prin punctul & = 1. Deplasarile termice uq, us si ug au

fost calculate folosind formulele (3.27) — (3.29) si sunt prezentate in Figura [3.§|
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~0.00010"]

Fig. 3.7. Graficele deplasarilor termoelastice u;(€), in semispatiul S, in limitele & = 1;
—10 < &,&3 <10 de la actiunea unui gradient de temperatura.

S-au construit graficele deplasarilor termice w;(§) in semispatiul S in limitele 0 < & < 10;

—10 < & < 10 si a planului care trece prin punctul &3 = 1. Deplasarile termice uq, us si uz au

fost determinate in baza formulelor (3.27) — (3.29)) si sunt prezentate in Figura
Analizand graficele din Figurile [3.7] - [3.9] se observa urmaétoarele:

- se respecta CL din relatiile (3.1)) si (3.2) enuntate in problema: pentru planul marginal

F10—>u1:u2:u3:();

- graficele deplasarilor termoelastice u; si us au un salt de-a lungul segmentului unde este

aplicat gradientul de temperatura (Figura[3.7, a,b), Figura[3.8} a,b) si Figura[3.9] a,b);

- graficele deplasarilor termoelastice uz au un maximum local la capatul segmentului unde
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0.00018- i
0.00016- -0.00002—
0.00014- -0.00004]
0.00012- i
0.00010- -0.00006+
0.00008- -0.00008.]
0.00006- |
0.00004-| -0.00010
0.00002{ 000012
10— |
10
10 _ 10
o e m® o
m
g [m] X g [m]
1 1
c) uz[m]

0.00008-]
0.00006-
0.00004]
0.00002-
0-l7
-0.00002-]
-0.00004-|
-0.00006-

10~

Fig. 3.8. Graficele deplasarilor termoelastice u;(§), in semispatiul .S, in limitele
0 <& <1058 =1;—10 < & <10 de la actiunea unui gradient de temperatura.

este aplicat gradientul de temperatura (Figura[3.7, ¢), Figura 3.8 ¢) si Figura[3.9 ¢);

- daca valorile £ — oo sau &, &3 — £o00, atunci deplasarile termoelastice din semispatiu,

U1:U2:U3—>O.

Concluzii:

e Relatiile deplasarilor termoelastice w;(§) (3.27) — (3.29)) pentru semispatiul S cu CL (3.2)),

de la actiunea unui gradient de temperatura (3.1)), au fost determinate pentru prima data.

Toate expresiile au fost obtinute in functii elementare;

e Deplasirile termoelastice u;(§) au fost reprezentate grafic in raport cu fiecare ordonaté:

pentru & = 1; —10 < &,& < 10, pentru 0 < & < 1058 = 1; —10 < & < 10 si pentru
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Fig. 3.9. Graficele deplasarilor termoelastice u;(§), in semispatiul .S, in limitele
0 <& <10;—-10 <& <10;&3 = 1 de la actiunea unui gradient de temperatura.

0 <& <10;—10 < & < 10;&3 = 1, folosind programa Maple 18, cu analiza ulterioara a

acestor grafice;

e Folosind expresiile - pot fi obtinute reprezentarile grafice de la actiunea unui
gradient de temperatura de orice valoare, aplicat in limita oricarui segment pe directia
axei r3 a planului marginal I'1g. AplicAnd formula Duhamel-Neumann si relatiile de-
plasérilor termoelastice u; (), de la actiunea unui gradient de temperatura, pot fi calculate
tensiunile termice pentru o problema particulara de limita, provenite de la actiunea unui
gradient de temperatura de orice valoare, aplicat in limita oricarui segment, pe directia
axei xr3 a planului marginal I';p. Fiind cunoscute expresiile analitice pot fi construite

graficele acestor tensiuni termice.
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3.2. Functii de influenta, formule integrale si solutii explicite pentru

pana sferica termoelastica

Obiectivul principal al rezolvarii acestei probleme este de a demonstra teorema redata in
§3.2.3] referitor la obtinerea functiilor termoelastice Green si a formulei integrale de tip Green
pentru o pand sferica izotropa tridimensionald V(0 < r < 00;0 < ¢ < a;0 < g < 7);
a =m/n;n = 2,3,4.., care este limitata de semiplanurile I' o(0 <7 < 00;9p =0;0 < § < 7) si
Fpa(0 <r <ooj¢=a;0<p <), unde coordonatele sferice folosite sunt: r, ¢, 8 [61].

Pentru obtinerea formulei integrale de tip Green, pe semiplanurile I'py si I',, conditiile
mecanice omogene de limita sunt mixte si anume: pe suprafata I' o deplasarea normala si
tensiunea tangentiala este egala cu zero, iar pe suprafata I',, tensiunea normala si deplasarea
tangentiala este egala cu zero. Campul termoelastic a deplasarilor este cauzat de o sursa
interioara de caldura F(M), M(r,p,8) € V, cu CL de tip Dirichlet pentru temperatura 7' si
de CL de tip Neumann, pentru fluxul de caldura a semiplanelor I,y si I'gq.

Formula integrala de tip Green este obtinuta in baza functiilor termoelastice Green U, (M, N)
(§3-2.3]). Acestea reprezinta functiile de influenta de la actiunea unei surse unitare punctiforme
de caldura descrisa de catre functia Dirac, aplicat intr-un punct M (r, ¢, 3) € V si a deplasarilor
termoelastice, aplicat in punctul N(p,,d) pe directia axelor ¢ = p, ¥, 9.

La rezolvarea acestei PL a fost utilizata MGO-C. La baza formularii si rezolvarii acestei
probleme a stat necesitatea determinarii deplasarilor termoelastice in corpuri cu coordonate
sferice (pana sfericd), prin generalizarea MGO-C si continuarea cercetarilor efectuate de T.
Speianu [§]. In aceasts lucrare [§] au fost rezolvate si obtinute deplasirile pentru corpuri din
sistemul de coordonate cartezian, polar etc., dar nu au fost obtinute pentru coordonatele sferice.

La determinarea functiilor termoelastice Green U, (M, N) este necesar:

- sa se construiasca doua FG: functia de influenta de la actiunea unei surse unitare puncti-
forme de caldura - G(M, N) pentru PL a conductibilitatii termice si functia de influenta de
la actiunea unei forte unitare concentrate aplicate in punctul N(p,v,d) € V| pe directia
q = p,p, ¥, a dilatarii de volum ©@ (M, N) in punctul M(r,¢,3) € V, pentru PL a

elasticitatii;

- s4 se calculeze convolutia pe volum prin produsul acestor doua functii (procedurile mate-

matice pentru a calcula aceste integrale pe volum).

In §3.2.3 este folosita o metodi speciald pentru determinarea functiilor 0@ (M, N). Aceasta
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metoda este bazata pe solutiile reprezentarilor integrale propuse pentru ecuatiile fundamentale
Lame a elasticitatii, prin intermediul FGEP, care permit determinarea dilatarii de volum la
limitele panei sferice.

Folosind reprezentarea integrala pentru solutia ecuatiei de tip Poisson pentru dilatarea de
volum, prin intermediul valorilor de limita cunoscute si prin intermediul FG respective, s-au
obtinut expresiile finale pentru functiile ©@ (M, N) in interiorul panei sferice. Sunt prezentate
doud exemple de aplicare a dilatarii de volum ©@ (M, N) si a formulei integrale de tip Green
obtinute ( Astfel, in exemplul 1, au fost obtinute solutiile exacte in functii elementare
pentru o problema particulard de limita a termoelasticitatii pentru o pana sferica V(0 < r < oo;
0<p <0< B<7);a=m/n;n=23, 4., folosind functiile ©@ (M, N) si formula integrala
Maysel. Deplasarile termice in aceastda PL au fost obtinute de la actiunea unei temperaturi
constante aplicata pe segmentul de razd ro < r < r;, ¢ = o = a/2 = 7/2n,0 = [y = 7/2,
plasat in interiorul semiplanului I'yn/2)(0 < 7 < 00 = /2;0 < B < ), in cazul in care
suprafata I', este izolata termic, iar pe suprafata I',, temperatura nu este aplicata.

O alta solutie exacta a unei probleme particulare de limita pentru pana sferica termoelastica
obtinuta in functii elementare este prezentata in exemplul 2. Deplasarile termoelastice u, (V) a
PL au fost determinate de la actiunea unui surse interioare de caldura F'(M) = Fy = const. € V,
aplicata pe segmentul de raza [ro < r < ry,p = ¢g = /2,8 = By = 7/2] € V, a semiplanului
interior I' ya/2)(0 < 7 < 0050 = /2;0 < 8 < 7). CL sunt omogene (CL de tip Neumann pentru
suprafata Iy si CL de tip Dirichlet pentru suprafata I',,). In ambele probleme particulare
de limita, conditiile mecanice omogene de limita sunt: pe suprafata I',y deplasarea normala si
tensiunea tangentiala este egala cu zero, iar pe suprafata I',, tensiunea normala si deplasarea
tangentiald este egald cu zero. In urma rezolvarii acestei probleme a fost necesari realizarea

urmatoarelor obiective:

- analiza avantajelor, utilitatea si importanta rezultatelor obtinute in comparatie cu alte

metode traditionale de rezolvare a PL in termoelasticitate (§3.2.4.));

- analiza posibilitatilor de obtinere a formulei integrale Green in termoelasticitate pentru

alte domenii canonice sferice (§3.2.4.)).

Pentru a atinge aceste obiective, asa cum a fost mentionat mai sus, in primul rand, a fost
necesar s fie demostratd o teorema (§3.2.3)), pentru obtinerea functiilor termoelastice Green
si formula integrala de tip Green pentru pana sferica V.
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Pentru aceasta, se va folosi formula integrala generala Green in termoelasticitatea necuplata
(§3.2.1)) si formula integrald pentru functiile de influenta termoelastice (§3.2.2.) alcatuite de

catre V. Seremet.

3.2.1. Formula integrala generala de tip Green in termoelasticitatea necuplata

FG are un rol important la determinarea solutiilor integrale pentru PL in diferite domenii a
fizicii matematice. Una dintre cele mai bune teorii dezvoltata si utilizata pe scara larga in calcule
practice este teoria tensiunilor termice stationare, adica teoria termoelasticitatii necuplate,
atunci cand campul de temperatura nu depinde de domeniul deplasarilor elastice si atunci cand
termenii de inertie pot fi ignorati. Conform acestei teorii, formularea PL consta din ecuatiile
neomogene Lame, scrise pentru un punct interior arbitrar M = (r, ¢, ) cu conditiile mecanice

omogene de limita:

- R S WA B 00 oT_,
| Viur = 5 { e+ (ugsin B) + — a0 A+ trg =0

sin 5 03 sin 8

ou, u cos B Ou (A+p) 00 ~OT
V2 c_ 2 0; 3.30
'u_ “ (05 2sin’ 3 sin? B 6g0)]+ r 8ﬁ+r06 ’ (3:30)
2 ou, u (A + ) 00 v OT
2 ¢
_c - -0
,u[V u¢+r251nﬁ( e gﬁago Tsinﬁ)} rsinff dp  rsinf oy ’
unde: 6 - dilatarea de volum termoelastica, cauzata de temperatura 71"
ou 1 1 Ou ou
0 _ T - 14 8 + . 31
87+r( T+sin5890+83 +cgﬁu5>, (3:31)

V2 - operatorul diferential Laplace, scris in coordonate sferice;

, 10 (,0 1 0 I
V= 2 or 8r T sin 3 08 Smﬂaﬁ r2sin 3 0p?’ (3.32)

A, it - sunt constante de elasticitate Lame; v = ay (21 + 3)) este constanta termoelastica; si oy

este coeficientul de dilatare termica liniara. Campul de temperatura 7" din (3.30)) trebuie sa fie

determinat din PL a conductibilitatii termice a ecuatiei Poisson:
VQT(TﬂDaﬁ) = —(I_IF(T‘,QD,B), (333)

unde: F(r, ¢, ) - sursa interioara de caldura, conditiile neomogene de limitd sunt redate de:
T(M) - temperatura , a(0T'(M)/Ony - fluxul de caldura, iar schimbul de cdldura dintre mediul

exterior si suprafata corpului este descris de legea - [T (M) + a(9T'(M)/Ony)]; a - coeficientul
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conductivitatii de temperatura; « - coeficientul conductibilitatii convective de caldura. Pentru a
rezolva PLi a termoelasticitatii stationare folosind ecuatiile - cu ajutorul metodelor
traditionale, inainte de toate, trebuie sa fie rezolvata o PL a conductibilitatii termice, redata
prin cu CL si sa fie determinat cAmpul de temperatura.

Ulterior, a fost necesar sa fie rezolvata o altd PL a termoelasticitatii , fiind deja
cunoscut campul de temperatura cu conditiile mecanice de limita.

Folosind functiile de influentd U, = U,(M, N) din |9, 36, B7, 43| 44] 46], [50, p. 94| solutia
(campul deplasarilor termoelastice) a PL termoelastica cu ecuatiile - pot fi scrise
direct folosind urmatoarea formula integrala de tip Green:

OU,(M,N)

Tp(M
871]\;[ dD( )

u (N) =a™? / F(M)U,(M,N)dV (M) — / T(M)

v T'p

oT(M) . - -
o U, (M, N)dT (M) + /

I'n 1§,

T(M) + o U,(M, €)dT (M),  (3.34)

unde: ['p, 'y si 'y - reprezinta CL de tip Dirichlet, Neumann si mixt. Avantajul acestei formule
este ci deplasirile termoelastice cautate U,(N) sunt determinate sub forma de integrala direct
de la actiunea unei surse de caldura interioara si alte actiuni termice, aplicate la hotar.
Rezultate analogice obtinute cu functia termoelasticd Green si formula generald integrala
de tip Green in dinamica termoelasticd necuplatd sunt prezentate in [45].
Dupéa determinarea deplasarilor termoelastice, folosind formula integrala de tip Green, res-

pectivele tensiuni termice sunt determinate folosind legea Duhamel-Neumann:

g =2ueg + u(N —~T);q,1 = p, 1,0, (3.35)
unde: dy simbolul Kronecker.
3.2.2.  Functii de influenta termoelastice

Functiile de influenta de la actiunea unei surse unitare punctiforme de caldura in pana

sferica U, = U,(M, N) (3.34) sunt determinate in baza formulei integrale [36], 44l 50]:

U,(M,N) =~ / G(M,NYOW(N' NYdV(N'); M,N,N €V, (3.36)
14

unde: G este FG pentru o PL a conductibilitatii de caldura ce corespunde unei surse unitare

punctiforme de caldura.
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oul 1 1 Uy oUy
(9) — r i EYSACY ® 8 (9)
© . + . < U + Snj Oy + 95 + ctgBUs" |, (3.37)

0@ - sunt functiile de influents a dilatirii de volumul elastic de la forte unitare concentrate
ce actioneaza asupra corpului, unde Us(q)(]\/[, N);s = 10,059 = p,1,0 sunt componentele
deplasarilor tensorului elastic Green, adica deplasarea punctul M pe directia s, datorita unei
forte unitare aplicate in punctul N pe directia q.

Ele satisfac urmatoarele ecuatii Lame:

2 1 0 1 oUW
w | VU . (UT +sinﬂaﬁ<Uﬂ Sln6)+sinﬁ P ) + 0,q0(M — N) =0;
2 (ou® UYL cosg oUW
vl = r __B___ 4 54,0(M — N) = 0; 3.38
H B 72 ( op 2sin’ B sin?p Oy + 950 ) ( )

H + 0pg0(M — N) =0,

9 oUW oUW U
277(a) ® " B »
VU +7“2si1r15 Op ctgp dp rsin 3

cu conditiile mecanice omogene de limita corespunzatoare.

In ecuatiile - M,NeV:M=(r,p,58); N = (p,1,0) , expresia (M — N) este
functia Dirac, iar d,, este simbolul Kronecker.

FG G din ecuatia trebuie sa fie determinata din urméatoarea ecuatie a conductibilitatii

de caldura:

V2,G(M,N)=—6(M — N);M,N € V,M = (r,¢,3); N = (p,,0), (3.39)

cu conditiile omogene de limita corespunzatoare. Functiile de influenta U,(M, N) din ecuatia
au urmatorul sens fizic: deplasarea unui punct interior de observatiei M = (r, ¢, ),
generata de o sursd unitara punctiforma de caldura, aplicata intr-un punct interior N = (p, ¢, 6)
si descrisa de functia Dirac 6. Conform ecuatiei , acestea sunt determinate de o convolutie
a doud functii de influentd a corpului V. Prima functie de influenta este FG G pentru PL
a conductibilititii de caldurd. A doua este functia de influenta ©@ (M, N) pentru PL in
elasticitate. Astfel, aceste functii sunt functiile de influenta ce reprezinta dilatarea de volum
a unui punct interior M a unei PL, care corespunde unei forte unitare concentrate, aplicata
intr-un punct interior N, pe directia axei sferice ¢ = (p,v,6). In final, functia de influenta
U,(M,N) este functie de influentd dubla [9) 43 50|, care ia in considerare ambele fenomene

fizice (conductibilitatea de caldura si elasticitatea) a corpului solid si pot fi afirmate urmatoarele:
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1. Coordonatele punctului de observatie M = (r, p, 5) pentru deplasarile termoelastice sa-
tisfac ecuatiile PL cu CL corespunzatoare pentru determinarea FG in teoria conductibili-
tatii de caldurd (3.39), in care sursa unitard punctiforma de caldurd se inlocuieste cu

vOW (M, N):

ViUy(M,N) = —y0W(M,N); M,N € V.M = (r,¢,8); N = (p,,6);  (3.40)

2. Coordonatele punctului de aplicare N = (p, 1), 0) a sursei unitare punctiforme de caldura,
satisfac ecuatiile PL cu conditiile omogene mecanice de limita pentru determinarea com-
ponentelor matricei Green (3.38]), in care fortele unitare concentrate se inlocuiesc cu
derivatele FG pentru problema conductibilitatii de caldura si Us(q)(M , N) se substituie cu
U,(M,N):

2 1o 1 U, 00 G
_ e 9 PN Lo+ & :
. _V o ot Sinﬁﬁﬁ(Uﬂsm )+ sind 9y A+ n) dp +70p 0

uV2Ug——<8U Uy cosﬁaUd,)} (A+p) 00 710G

99 250’0 sinlo 09 o o0 oo

2 2 % 8U,9 _ U¢ (/\ + ,u) a_@ Y 8G
{V et oY ety oY psind * psind Oy T sing psind O

—0; (3.41)

In ecuatia (3.41)), © este dilatarea de volum termoelastica cauzata de temperatura G. Avand
in vedere cd toate functiile de influentd din ecuatia (3.34) se determina in mod independent la
limitd sau folosind limitele respective din functiile principale de influentd U, (M, N), se poate

remarcas:

a. Formula pentru functiile de influenta, de la actiunea unui flux unitar de caldura, redat prin
legea a [8T (M) /on il =9 (M — N), de pe suprafata I'y, sunt reprezentate de deplasarile

termoelastice:

U,(M,N)= lim U/(M,N)= lim ~ / G(M,N)OW(N,N)dV(N);

M—M M—M

M,N,N € V;M € Ty; (3.42)

b. Expresia pentru functiile de influenta, care corespunde unei temperaturi unitare, descrisa
cu formula T(M) = 6(M — N), de pe suprafata I'p, sunt reprezentate de deplasirile

termoelastice:
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M,N M,N M, N N N
OU M, N) _ . OU(M,N) _ . V/M@(q)(]\f, N)dV(N);
a”M M—M 877,]\/[ M—M anM
M,N,N € V; M € Tp; (3.43)

c. Relatia pentru functiile de influenta, ce corespunde schimbului de caldura unitar dintre
corp si mediul exterior [aT(M) + a@T(]\;[)/anM} = §(M — N), de pe suprafata I'y;, sunt

reprezentate de deplasarile termoelastice:

U3, N) = lim U,(M.N) = lim 5 [ GOLT)S (N, N)av ()
1%

M,N,N € V;M eTy. (3.44)

Expresia , deasemenea, poate fi rezolvata prin generalizarea formulei Maysel |31, 102],
[106, p. 483]. Pentru acest caz, cimpul de temperatura satisface PL in conductibilitate termica.
Deci, campul de temperatura a fost determinat de la actiunea unei surse interioare de caldura,
temperatura, flux de caldurd si/sau schimbul de caldurd dintre mediul exterior si suprafata
corpului aplicate la hotar. Avantajul formulei integrale propusa in ecuatia este: permite
sa fie comasate doua etape de rezolvare a PL in teoria termoelasticitdtii (prima etapd consta
in determinarea cAmpului de temperatura, iar a doua etapa cuprinde identificarea deplasarilor
termoelastice), intr-o singurd etapa unica.

Avantajul formulei integrale din ecuatia , in comparatie cu formula generala integrala
binecunoscuta Maysel, este faptul ca deplasarile termoelastice sunt determinate in mod direct,
prin actiunile de caldurad cunoscute la limita (sursa interioard de caldura, flux de caldura, gradi-
ent de temperatura, sau schimb de caldura dintre mediu exterior si suprafata corpului, etc.). In
plus, pentru orice problema particulara de limita, se pot obtine toate solutiile posibile pentru
diferite legi care descriu actiunile de caldura mentionate mai sus. Principalele dificultati pentru
realizarea practica a formulei integrale din ecuatiile si sunt: obtinerea functiilor
de influent# a dilatarii de volum elastic ©@ de la actiunea unei forte unitare concentrate si a
FG in conductibilitatea termica G. Plus la toate, trebuie sa fie calculata o integrala de volum,
ca produsul functiilor mentionate mai sus.

Aceste dificultiti, in special obtinerea functiilor ©@, au fost depasite cu succes pentru
domenii canonice carteziene [50]. Pentru domeniile cilindrice si sferice au fost propuse doar

reprezentiri integrale generale ©@ si matricele Green [40), 47].
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3.2.3.  Obtinerea functiilor Green si a formulei integrale pentru pana sferica ter-

moelastica

In aceast paragraf este prezentatd o teorema pentru determinarea deplasarilor termoelastice
sub forma de integrala de volum si de suprafatda pentru o pana sferica, care este un caz parti-
cular a formulei integrale generale din ecuatia . Pentru a face acest lucru, in primul rand,
pe baza teoriei descrise mai sus, s-au construit functiile de influenta a deplasarilor termoelas-
tice Uy(M, N), de la actiunea unei sursei unitare punctiforme de caldura. In a doua etapai,
s-au calculat (pe baza functiilor principale de influenta U,(M, N)) alte functii de influenta

Uq(M ,N), 0Uq(M , IN)/Onyq, de pe semiplanul marginal I' g, I' o, a panei sferice si s-a scris for-

pas
mula integrala de tip Green pentru respectiva PL a termoelasticitatii. La final s-a demonstrat
ca functiile de influenta obtinute si formulele integrale de tip Green satisfac CL respective.

Teorema. Fie campul deplasarilor u,(N), a punctului interior N = (p,,0), pentru pana
sferica termoelastica V(0 < r < 00;0 < ¢ < a; 0 < f < 7); « = 7/n;n = 2,3,... a fost
determinat folosind ecuatiile Lame si M = (r,0,8) € 'po, M = (1,0, B) € I'y, pentru
semiplanul marginal I';o(0 <r < o00;0 =0;0 < <) si Fp(0 <7 <005 p =0 < 5 <)
cu urmatatoarele conditiile mecanice omogene de limita de tip mixt:

- pentru semiplanul I o:
Up(r, 0, 8) = 0;0,5(r,0, 8) = 04 (r,0,8) = 0,0 = 0;0 < B < ;0 <7 < 00; (3.45)
- pentru semiplanul I ,:

Opp(r, 0, ) = 0;ug(r, o, B) = up(r,a, ) =00 =00 < B <m0 <7 < o0, (3.46)

unde o, 0,3 si 0y, sunt tensiunile tangentiale si normale care se determina cu ajutorul legii
Duhamel-Neumann (3.35)).

Schema panei sferice este reprezentatd in Figura [3.10]

Campul de temperatura T'(M) din , determinat de la actiunea unei surse interioare
de caldura F(M), flux de caldura Sy(r, 0, 3) (CL de tip Neumann) si temperatura T, (7, o, 3)

(CL de tip Dirichlet) trebuie sa satisfacd urmatoarea PL in conductibilitate termica:

VT(M) = —a™ ' F(M); M = (r,¢,8) € V;
8T(r, 07 5)/871{‘@0 = a'_ls()(/r’ 07 /8)? Y= 07 (347)

T(roo,f)=f(r,a,f)iop=00< 8 <m0 <r<oo.
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Fig. 3.10. Schema panei sferice termoelastice.

Daca sursa interioara de caldura, fluxul de caldura si temperatura satisfac urmatoarele

conditii:
///|F(r,<,0,ﬂ)|r2drd<pdﬂ < oo;//|5¢0(r,0,ﬂ)|rdrdﬂ < oo;//Tw r,a, B)rdrdf < oo,
00 0 00 0

(3.48)

atunci solutia PL a termoelasticititii, folosind ecuatiile (3.30)) si (3.45)) - (3.48)), la determinarea

deplasarilor u,(N) pentru pana sferica de mai sus, poate fi prezentatd prin urméatoarea formula

integrala de tip Green:

oo«

/O/O/F("“’ o, B)U(r, ¢, B; N)r’drdpds

0

—1—0/0/Swo(r,O,ﬁ)QSDO(T,O,B;N)Tdrdﬂ (3.49)

™

/ / Ty, @, B)Qa(r, 0 B5 N)rdrdf; N = (p, 5, 9),
0 0

unde: [u(N)| < oo atunci lim,_, uy(N) — 0.

Matricele de influenta de la o sursa unitara punctiforma de caldura, flux de caldura unitar
pentru semiplanul marginal I',o si a temperaturii unitare pentru semiplanul marginal I, pen-
tru deplasarile termoelastice: U(M, N), Qo(r,0,3; N) = Uy(r,0,8; N) si Q. (r,a, B; N) =
OUga(r, a, B; N)/Ong, si a matricei deplasarilor u(N) din ecuatia (3.49)), s-a determinat astfel:
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a) Matricea U(M, N):

Up _— flegl + f}le;j
UMN)= Uy | ==m> (D | rGR? + rGupRy)l | sm = B8r(A+2p)] 7,
k=0
Uﬁ T?]kRI;I + 7’77/§¢R,;2
(3.50)
unde:
Ry = /124 p? — 2rpcos(¢p — wi); Riy = /12 + p% — 2rpcos(é + wy);
cos(¢ — wy) = sin B sind cos(p — 1 — 2kw/n) + cos 5 cos v; (3.51)
cos(¢ + wy,) = sin Bsin v cos(p + ¢ — 2kw/n) + cos 5 cos ¥,
iar
i = = 1056 — W) fiog = p — 1 COS(B + wi);
Cp = sin Bsin(¢ — ¥ — 2km/n); (i = sin Bsin(p + ¢ — 2k /n);
e = —(sin B cos ¥ cos(p — ¥ — 2kmw/n) — cos B sind); (3.52)
Ny = —(sin B cos ¥ cos(p + 1 — 2km/n) — cos Bsin ).
b) Matricea Q,(r,0, 3; N) pentru semiplanul marginal I :
Qchp n_1 kaRI;ol
ng(] (Ta Oa 6; N) = Q@Ozﬁ =—-m Z(_l)(k) erOR]:()l ) (353>
k=0
Q00 7"77k0R1;01
unde:
Rio = /72 + p? — 2rpcos(¢ — wy);
cos(¢p — wy) = sin Ssin ¥ cos(y) + 2k /n) + cos 5 cos U;
cos(¢ + wg) = sin Fsin ) cos(p + ¢ — 2kmw/n) + cos B cos U; (3.54)

fro=p—r1cos(¢p — wy); (ko = sin Ssin(y + 2k7/n);
Nko = —(sin 5 cos ¥ cos(¢) + 2km/n) — cos fsind).
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c) Matricea QW(T, @, 3; N) pentru semiplanul marginal T,

Qpap n—1 Ry — Riipfra
Quu(r, ., BiN) = | Quay | ==2m > (=)™ | r(Ry spa — RipCyrsind) |, (3.55)
k=0
Qyav r(R;} costd — Rp2 pirar sin ) Cea
unde:
Ry = \/7’2 + p? = 2rpcos(¢p — Wia); (3.56)
cos(¢ — wra) = sin Gsin v cos(a — Y — 2kmw/n) + cos B cos ¥,
iar

fra = p —1cos(¢ — wWra); Ska = sin B cos(a — P — 2k /n);
Cka = sin fsin(a — ¢ — 2kmw/n); (3.57)

Mka = —(sin 5 cos ¥ cos(ar) — 2km/n) — cos [ sin J).

Demonstrare. Pentru a obtine matricea U(M, N) din ecuatia (3.50|) pentru PL a ecuatiilor
(3.30]) si (3.45) - (3.48)), se va folosi formula integrala din ecuatia (3.36]). Functiile G(M, N)

si ©@W(M, N) in aceasta ecuatie sunt FG pentru problema mixti a conductibilitatii termice
si, respectiv, functiile de influentd de la o fortd unitara concentratd 6,0(M — N) a dilatérii
de volum in teoria elasticitatii, pentru pana sfericd V. Deci, pentru a obtine FG G(M, N),
trebuie sa fie rezolvata o PL, care consta dintr-o ecuatie a conductibilitatii termice cu conditiile

omogene de limita, similare celor din (3.47)):

(3.58)
0G0 =0;0<r<o0;0=0,0<8<mG=00<r<oo;0p=0;0<p <.
Aplicand metoda [66], 86], FG pentru PL (3.58)) s-a obtinut in functii elementare:
n—1
G=(m) ™) (-)™(R + Ry, (3.59)

i

0
unde Ry, si Ry, se determina folosind formula (3.51]).
Determinarea dilatirii de volum ©@ (M, N).
Pentru a obtine functiile de influenta ©®) (z, £), de obicei, trebuie sa fie rezolvata urmitoarea

PL, care consta din ecuatiile fundamentale Lame a teoriei elasticitatii (3.38]) cu conditiile omo-
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gene de limitd, similare celor din ecuatiile (3.45)) - (3.46)):

(rom_o,%ﬂ(rom_a 9 (r,0,8) = 0;(r,0, 8) € T;

(3.60)
9(r,a,8) = 0;U (r,a, B) = U9 (r,, B) = 0; (1,0, ) € Ty,

apoi, in baza deplasarilor Us(q)(M, N);s=r,p,8;q=p,, 9, siaregulei din (3.37)) se calculeaza

dilatarea de volum. Din (3.60)), tensiunile se determina folosind legea lui Hooke:

()_2N€(q _'_6 A@ Sap:7’7%0;55

(a) (@) (9) (9) (@) (9)
o U g 1 Uy U tggUL w_ 1905 U7
" or 7% rsinf8 Op r €86 r 0 r’
(@) (9) (@) (@) (9) (@)
o L1 U uP ouf\ o _Lf(1ou? UP OUMN oo
2\ rsinf Op r or |7 2\ r 0p r or )’
1 1 o\ U@ oUW
6(QB) _ - : B Yy ctgf + ® ‘
@ 2 \rsinf Oy r rof

In cazul CL din (3.60)), se poate obtine dilatarea de volum ©@ (M, N) folosind ecuatia:

V20D (M, N) = —(A+2u) T LY6(M — N); M, N € V,M = (r,¢,8); N = (p, ¢, 6);

L0 _g Dy b D b0

qr@r rsinB0p 1 98 (362)

Reprezentarea ei integrald prin intermediul functiei respective Green Gg(M, N) se scrie:

1

(9) ___ - 7
@ (M _ _ —
+/ [M _ 001, N) =L | Go (3, N)dr (7); (3.63)
r

1@ g, 0w 0 0w

“op  psind Y p GEa
Este necesar sa fie mentionat faptul ca expresiile (3.63)) se obtin din ecuatiile (3.38]) aplicand

formula (3.37)).
FG Go(M, N) din (3.63) satisface urméatoarea ecuatie:

V?WG®<M7 N) = _5(M - N),M7N € V>M = (r790>ﬁ);N = (p7¢76‘) (364)
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Pentru a explica acest lucru, in primul rand se demonstreaza ca CL din (3.60) conduc la
urmatoarele valori ale dilatarii de volum:

- pentru semiplanul I'o(p = 0;0 < 5 <m0 < r < 00):
90D /on 5 = 0; (3.65)

- pentru semiplanul I'yo (¢ = ;0 < <m0 <7 < 00):

0@ — . (3.66)

Pentru a dovedi egalitatea din (3.66)), se demonstreaza ca a doua CL din (3.60)) conduce la
egalarea cu zero a dilatarii de volum ©@ = 0, a planului marginal Lo

Deci, luand in consideratie (3.37)) sub forma:

1 aU(Q) U(Q) U(Q) aU(Q) 1 aU(q) U(Q)
(@) _ ® r + B _ @ _ @ _ 0 _ gl _ r -_8 r
“ee rsinf8 Oy + r tgp r S T S or + r 0 + ro )’
(3.67)

si folosind legea lui Hooke, ecuatia (3.61]), se obtine tensiunea afﬁ;:

o

(3.68)

oul 1oUP
=2l + A0 = (A +2,)0) — 2y ( T ag +—

Folosind ecuatia cu CL ofo‘{g =0, U2 = 0; 8Uﬁq)/@r = 0; E)Uéq)/ﬁﬁ = 0, care rezulta
din a doua CL , se obtine: in semiplanul I'yo(¢ = ;0 < f <m0 < 7 < 00) dilatarea
de volum este egali cu zero. In acest caz se demosntreazi ci este adevarata. Pentru a
dovedi egalitatea din (3.65)), se demostreaza faptul ca primele CL din egaleaza cu zero
v, adicd 00 / Ongo =0 .
Ulterior, se substituie relatiile JSQ =0;=> 80&%) /or = O;aqulg =0= 80556) /0B = 0, care

rezultd din primele CL din (3.60)) si se inlocuiesc in ecuatia de echilibru a tensiunilor:

derivata normala a dilatarii de volum pentru semiplanul marginal "

00,y n 1 0oyp | 10048 n 30, + 20,5ctgf3 _

Oor  rsinf8 dp r 98 r 0 (3.69)

In final se obtine: pe semiplanul I',o, relatia 605,‘2 /0 = 0 este veridicd. Se foloseste acest

rezultat in legea lui Hooke, care se scrie sub forma:

o) 909w 9 <8U5q> 10U Uﬁ‘”) 0 (3.70)

890_M% 8r+;8ﬁ+r
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folosind primele CL din ({3.60]), precum si legea lui Hooke pentru tensiunile tangentiale os(ﬁ») si

O'((:B) se obtin urmatoarele relatii:

OUD 80 = 0; 02U 9rdp = 0, 8*UY |09 = 0. (3.71)

Intr-adevir ecuatiile (3.71) pot fi obtinute din primele CL (3.60) pentru semiplanul o0,

folosind urmatoarele operatii:

vy Uy
(q) == ® —= ® —_= .
U, 0= o 0, a7 0;

aU(Q) 1 6U(q) U(q) 8U(q)
(@) — (@ — . Y _ ro_ Y i —_ 0
Tor = 0, Us 0 or 0= <r sin 3 Oy r + or 0;=

aUﬁq) o2 UqSlI)

—0 —0:
Oy T Ordyp ’
(9) oul? @ oUW
(@9 _ @ — Q- Uy _ 1 B Ye ® —0 9
0,5 =0,Ug 0; a5 0= (rsinﬁ 0 " ctgf + 9108 0;= (3.72)

oUW 52U\
5 _0 %%
%) " 0pdf
In cele din urmé, prin substituirea rezultatelor din relatia (3.71)) in (3.70), se constati ci
pe planul ', 009 /9 = 0 adica, 00 /Ongyy = 0. Astfel, se demostreaza ca egalitatea din

relatia (3.65)) este valabila.
PL pentru ©@ este descrisa de ecuatiile (3.62)), (3.63), (3.65) si (3.66), unde FG Ge pentru

PL a panei sferice poate fi scrisa in forma:

V?MG®<M’N) = _5(M_N);M7N€ V>ME (r7§07ﬁ);NE (p7¢79);
0Gg/0p =0;0=0,0< B <m0 <71 < oo; (3.73)
Go=0p=;0< B <m0<r <oo.

Ultima PL coincide cu PL din ecuatia (3.58)), astfel incat FG Gg = G este determinata din
relatia (3.59)). Daca introducem expresiile ([3.65)), (3.66|) si (3.59)) in reprezentarea (3.63)), atunci
obtinem dilatarea de volum elasticd pentru PL a ecuatiilor (3.38)) si (3.60]), pentru pana sferica,

scrisd sub formas

0 = —(A+20) 'LV G G = (4m) ™ D (-)W(Ry! + Ry)). (3.74)
0

3
—

i
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Obtinerea functiilor de influenta termoelastice U, (M, N).

Fiind cunoscute ambele functii G(M, N) si ©@ (M, N), folosind formula trebuie sa fie
determinate functiile de influenta termoelastice U,(M, N). Astfel, inlocuind functiile G(M, N)
si ©@ (M, N) din ecuatiilor si in expresia (3.36]), scrisd pentru pana sferica ter-
moelastica V(0 <r <o00;0< 9o <a;0< < 7); a=m/n;n=2,3,4... aceasta din urma va

avea forma:

- / / / GOM:p 910D (5 0 NY(p Yy du di
0O 0 O

Q

™

o [ [ [ am w2 onp 0 0) (3.75)

FRESM; 0,0 0)(4m) (R0 N + R 0 0 N)| ()2

,_n

n—

— (A+2p) LY

ol

=0

Apoi, se calculeazi integrala pe volum intr-un mod special. In final, se obtine urmatoarea

expresie pentru functiile U, (M, N):

U,(M,N) = 2mLQ)7//47r 15; ( Mp@bl?)jLRkw(Mp@/)ﬁ))

3
—

Y NW (BN B0 0 N)) () v (376)

k:0

Integrala improprie din (3.76)), a fost rezolvata folosind:

1) Urmatoarele egalitati ale semiplanelor marginale pentru pana sferica:

0 |15~ (k) N
o0 [Ekz:o(—l) (Rk(M,p,w,19)+Rkw(M,p,w,q9)>] w/:0_07
n—1
[% (—1)® <Rk(M;p’,w’,19’) +Rk¢(M;p’,¢’,q9’)>] —0:
k=0 a
0 |18
I I _1\(k) —1/ ! I, 1, ! "o o
o [‘” ko( 1) (Rk <p,w,19,N>+RW<p,w,q9,N))] w,o_o, (3.77)
1 n—1 / , ,
[E;( 1)(k>< Yo' W0 N) + Rpp ,¢,19;N)>] —0:
=0 a
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2) Relatiile:
v? [Rk(M;p',lb',ﬁ') +Rkw(M§Pla¢/719/)} =2 [R;Zl(M;p',tb',ﬁ') + R p(Mip 0 0|

. —§(M — N),k =0;
V2 RN(M,N) = (3.78)

0,k#0k=1,23,...,n—1,

VAR (M,N) = V3R (M,N) = ViR, (M,N) = ViR, (M,N) = 0;

3) Urmaétoarea caracteristica a functiei Dirac:

/ FM)S(M — N)dV(M) = f(N); (3.79)

\%

4) Formula Green pentru pana sferic:

[ (651 = 19g1av = [lg(01/0m) — f@g/on)ar. (3.80)
\% I
unde: -
:ﬁz O (Ry (Mg 0 0) + B ) (3.81)
o (k) TR
9= =20 (B0 0 N) + B 05 N)).

Se substituie expresia (3.80) in (3.76)) si se obtine:

U,(M,N) = 2qu)7//V2[87T =

xS0 (B 005N + Rl (60,0 N) ) ()2 ayadf

3
,_.

(~)® (Re(M; 0, 0) + Rkw(M;p’,w',ﬁ'))]

e
Il

0

3
—

k=0
s n—1
— —omL\Y (8) 12 Ry(M; p' 40, 0) + Ry (M5 0,0, 19)]
g )
n—1
X VS (=1)® (BP0 05 N) + R (0,00 N)) ) () i (3.82)
k=0
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°0 n—1

——mL(q///Sﬂ' 1 ]-)(k) <Rk(M;pl7¢/a19,)
0 0

0 k=0
4Ry (M; 0 ﬁ')) SN — N)(p)2dp'd' v,

unde integralele la limita pentru I'y si I',, sunt egale cu zero, datorita relatiilor (3.77)).
In final, folosind caracteristica functiei Dirac (3.79)), pentru integrala de volum, se obtin

urmatoarele FPTG, care sunt scrise in functii elementare:

U,(M,N) mL(Q)Z V (Ri(M; p,1p,9) + Ry (M; p, b, 9)) . (3.83)

Se calculeaza termenii respectivi din (3.83)), unde se observa ci functiile U, (M, N) coincid
cu componentele matricei U(M, N) din ecuatia (3.50). Din expresiile U, (M, N) din , se
poate afirma, ca inegalitatea |U,(M, N)| < oo este valabila, iar deplasirile se egaleaza cu zero
la infinit: lim, ., U,(M, N) — 0.

La pasul urmator, s-a verificat corectitudinea functiilor U, (M, N). In acest scop, se observi:
U, = U,(M, N) satisfac ecuatiile , precum si ecuatiile , care pot fi identificate cu o
ecuatie a conductibilitatii termice. Asa cd, la respectarea coordonatelor punctului de aplicare

N = (p,1,€), ele satisfac PL a termoelasticitatii din relatiile (3.41)), cu urmatoarele CL, care
rezultd din formula integrala (3.75)), precum si CL din (3.45)) - (3.46)):

Uy(M,N) = 0;04,(M, N) = 0y9(M,N) = 0; M € V, N € T; (3.50
3.84
opp(M,N) = 0; U,(M,N) = Ug(M,N) =0; M € V,N € ',

Functiile U, (M, N) trebuie sa satisfacd urmétoarea PL a conductibilitdtii termice fictive

in raport cu coordonatele punctului de observatie M = (r, ¢, 3), care rezultd din formulele

integrale (3.75]), precum si CL (3.58]) (a se vedea de asemenea ([3.47))):

oU, (M, N - s
V?WU(](M,N):—’7@(q)(M,N),M,NEV7% 0 ME( ZO,ﬁ)EF@;
@0
U (M,N)=0;M = (7,¢ = a, f) € Ta. (3.85)

Trebuie de mentionat ci in ecuatia (3.75)), functiile ©@ (M’ N) sunt determinate cu expresia
(3.74). Functiile ©(M, N) din (3.41)) sunt determinate pe baza deplasarilor U,(M, N) (3.83)),
folosind regula similara cu cea din (3.37)), in care derivatele trebuie sa fie luate in raport cu

punctul N = (p, ¢,1). Solutiile obtinute pentru pana sferica, sunt incluse in Anexa C.
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Obtinerea formulei integrale de tip Green.

Urmatorul pas in demonstrarea teoremei de mai sus, este calcularea (in baza functiilor
principale de influenta obtinute U, (M, N)) celorlalte functii de influenta, cum ar fi Uwoq(M ,N),
(9U<paq(]\~4 ,N)/On,e de pe planul marginal I'yo, I'ye siin cele din urmaé, obtinerea formulei
integrale de tip Green pentru pana sferica folosind ecuatia . Functiile de influenta sus-
mentionate sunt determinate pe baza formulelor generale din ecuatiile si , dupa

cum urmeaza:
1) Functia de influenta a deplasarilor de la actiunea unui flux unitar de caldurd pe planul
marginal I'o:

n—1
Uy(r,0, ;N) = —2mLY > " Ry(r,0, 8; p, 1), 9), (3.86)

k=0

unde:

Ry(r,0, B; p, 0, 9) = /12 + p2 — 2rpcos(¢g — wy);

Ri(r, o, B; p, 0, 9) = /12 + p% — 2rpcos(da — Wi); (3.87)
cos(¢pg — wg) = — sin B siny cos(¢ + 2km/n) + cos 5 cos V;

co8(po — W) = sin Fsiny cos(a — b — 2k /n) + cos 5 cos ¥;

2) Functia de influenta a deplasarilor de la actiunea unui gradient de temperatura pe planul

marginal I',,:

oU,(r, 0, B; N) [/ Onge = (3.88)

3
,_.

2mL(q) (=1)*2rpsin B sin ¥ sin(o — ¢ — 2km) R, Yra, By p,0,9),
0

Ulterior s-a scris formula integrald generala din relatia (3.34) pentru PL (3.30]) si (3.45) -
(3.48]) pentru pana sferica V:

B
Il

[e iy

O/O/O/F<Ta%0aﬁ)Uq(7’aSﬁaﬁ;N)Terd(pdﬁ

// 8T¢0 r,0 ﬁ Uy(r,0,8; N)rdrdf (3.89)

—//nwmﬂﬁ%W“ﬁWWMMNE@wﬁmzamﬁ
0 0

0N
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Formula din relatia (3.89) se obtine din formula generala integrala (3.34), unde s-a luat
in consideratie faptul, ca la limita semiplanul I'y, este data conditia Dirichlet (temperatura),
iar la limita semiplanul I,y sunt prescrise conditii Neumann (fluxul de caldura) (a se vedea

(3.47))). Substituind functiile de influenta din ecuatiile (3.83) si (3.86)) - (3.88]) in formula (3.89)),

se obtine urmatoarea formula integrala de tip Green:

oo o T

n—1
ug(N) = —mL@ Y (-1)® {a /// r,¢, B)(Ri(r, ¢, B; p, v, 9)r*drdipds

k=0

© Ruo(r., B: pob, 0))rdrdodB +2 / / So(r,0, B)Re(r, 0, B p, b, 9)rdrd 3
0

0
-2 O/ 0/ f(r,a, 8)2rpsin fsin ¥ sin(a — ¢ — (2k7/n)) (3.90)

x RiM (o, By p), v, 9)rdrdB; N = (p,1,9)},

unde deplasarile termoelastice u,(/N) au fost determinate de la actiunea unei surse interioare
de caldura F(M), flux de caldura a[0T,0(r,0, 5)/0Ongo(r,0,5)] = Suo(r, 0, 8) aplicat in limita
semiplanului I',o si un gradient de temperaturd T,,,(r, o, 5) aplicat in limita semiplanului I',,.

In final, se observi ci integralele cu intervale nemirginite existd, ceea ce inseamnd ci de-

plasirile |u,(N)| < 0o, atunci sunt indeplinite urméatoarele conditii:

///|F 906|r2drdsodﬁ<oo//|Sgroﬁ|rdrd5<oo//| o(r, o, B)|rdrdf < oo,

(3.91)

deoarece nucleele din se egaleaza cu zero la infinit.
Conditiile din ecuatiile sunt indeplinite, in cazul in care, functiile F'(r, ¢, 3), So(r, 0, 5)
si Tipo(r, @, B) sunt date pe domenii marginite. Cercetarile au aratat ca deplasarile descrise prin

formula integrald de tip Green ([3.90) satisfac PL a ecuatiilor (3.30)) si (3.45) - (3.46)), pentru

punctul N. Daca se calculeaza expresiile din ecuatiile (3.83) si (3.86) - (3.88) si rezultatele

obtinute se prezinta in forma matriceald, atunci cu siguranta, matricele de influenta U(M, N),
Q,o(7,0,8; N) = Uyo(r,0,3; N), Quu(r,a, B; N) = OU o (r, a, B; N)/Onyq si formula integrala
de tip Green din , coincid cu rezultatele din ecuatiile - si respectiv .
Deci, s-a demonstrat ca toate elementele precum si teorema sunt valide.

In cazurile concrete de valori ale unghiului «, obtinem formula integrala de tip Green si FG
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pentru mai multe pane. Ca un corolar al teoremei pot servi unele cazuri particulare ale unghiului
a. Deci, folosind relatiile - pentru o = /2, obtinem formula integrala de tip Green
si FG pentru un sfert de spatiu V(0 <r <o0;0< o <7/2;0< S <7);a=7/;k=0,1. Un
exemplu de aplicare a FG poate servi PL pentru determinarea deplaséarilor termoelastice, pentru
o fundatie, avand forma unui sfert de spatiu; pe verticala fiind marginalizat de semiplanul I'¢,
care este un perete de sprijin masiv, ce are un contact fara frecare. Pe celalalt semiplan I',, se
instaleaza o placa subtire inextensibila in contact complet cu sfertul de spatiu.

In cele din urma, este foarte important de remarcat faptul: cu ajutorul teoremelor analogice
pot fi rezolvate 16 PL a termoelasticitatii pentru pana sfericd ( la hotar pot fi urméatoarele

conditii omogene mecanice de limita in orice combinatii):
- deplasarile normale si tensiunile tangentiale;
- tensiunile normale si deplasarile tangentiale.
La hotar, pot fi date urmatoarele conditii neomogene termice la limita, in orice combinatie:
- temperatura;
- flux de caldura.

Luéand in consideratie cazurile particulare: sfertul de spatiu si semispatiul care rezulta din
ecuatia de mai sus pentru pana sferica, este posibil sa se obtina noi formule integrale de tip
Green si FG termoelastice in functii elementare pentru aproximativ 40 PL noi. Astfel, una
dintre principalele concluzii a teoremei de mai sus este: cu ajutorul metodei propuse se pot

obtine formulele integrale de tip Green si functiile termoelastice Green pentru mai multe PL.

3.2.4. FExemple de aplicare a dilatarii de volum si a formulei integrale de tip

Green in termoelasticitate

Exemplul 1. Formularea generala a problemei.

Sa se rezolve ecuatiile (3.30]) si (3.45) - (3.48)), pentru a determina deplasarile termoelastice

ug(N) in pana sfericd V(0 <r < 00;0 < p < ;0 < f < 7m); a =m/n;n=23,..cuCL
pe semiplanurile I',o(0 < 7 < 00;¢p = 0;0 < < 7) si (0 <7 < o00jp =a;0 < <)
fluxul de caldurd si temperatura este zero [61]. Deplasarile termice u,(/N) au fost calculate de

la aplicarea unei temperaturi 7' = Ty = const. pe un segment de raza [rg < r < ri;r9 > 0;

1> 050 = o > 0; 8= [y > 0; ro, 71, Po, fo = const.]:
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Ty = const., M = (r, 0, fo) € [ro <7 <1130 = 9o > 0,
B = Po > 0;19,71, %0, Bo = const.| € V;

0, M = (r,¢0,80) & [ro <7 <1159 =90 >0,

B = Po > 0;19,71, %0, Bo = const.| € V;

adT'(M)/0ng = Spo(M) = 0; M = (r,0,8) € I'yo(0 <7 <0050 =0;,0< <)

TM)=f(M)=0M=(r,a,3) €Tpa(0 <7 <o0;0=0;0< B < m);
(3.92)
Deoarece, in acesta PL este dat cAmpul interior de temperatura, pentru a obtine solutia
problemei trebuie sa fie utilizatd urméatoarea formula integrald generala Maysel [311, 46] [102],

[106, p. 483| scrisd pentru pana sferica:

77 /a ] T(M)OW (M, N)r2drdpdp. (3.93)
0 0 O

Substituind in ultima formuls (3.93)) functiile T'(M) din ecuatia (3.92)) si ©@ (M, N), deter-
minata cu ajutorul ecuatiei (3.74)) se obtine:

uy(N) = Ty / 09 (1, o, o N)dr —

—2mTOZ /L(q (Ry (7,0, Bo; N) + R,;li(r, ©0, Bo; N)) dr- (3.94)
To

La calcularea ultimei integrale se obtine expresia:

n—1
ug(N) = —2mTj { [(2R), + 2r — 2pcos(¢ — wy,))
k=0
X (2Ryy +2r = 2pcos(¢ +@p))] }|, ) (3.95)

unde:

Ry = Ry(r, 90, Bo; N) = \/7“2 + p2 — 2rpcos(¢p — Wy);

cos(¢ — Wy) = sin By sin ¥ cos(wy — 1 — 2km/n) + cos By cos V;
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Riy = Ry (1,00, B0 N) = \/7“2 + p? — 2rpcos(¢ + wW); (3.96)

cos(¢ + wx) = sin By sin ¥ cos(p + ¥ — 2km/n) + cos By cos V.

Conform relatiei (3.95)) deplasarile u,(N) sunt determinate de urmétoarele expresii:

ug(N) = (3.97)

}

(2}_%k1 +2r; — 2pcos(¢ — wk)) X (2§k¢1 +2r; — 2pcos(¢ + wk))
(QEko + 2r¢ — 2pcos(¢ — wk)) X (2?;@0 + 2rg — 2pcos(¢ + wk))

n—1
—2mTy {Z(—l)k% In

k=0

unde:

Ry = \/Tf + p? — 2r1pcos(¢ — Wy ); Ryo = \/7’(2] + p? — 2rgpcos(¢ — Wy);

Rpp1 = \/7“% + p2 — 2r1pcos(¢ + Wy); Rpgo = \/7“(2) + p? — 2ropcos(¢ + Wy). (3.98)

Expresiile finale pentru deplasarile termoelastice u,(N) sunt:

= —2mT, Z Y1 (N) 4 Ty, (N) = Hio(N) = Ty, (N)], (3.99)
unde:

[y (N) = [p — (r1 + Rp) cos ¢ — wk)} @,;11; Mgy, (N) = [p —(r1 + Ekwl) cos ¢ + wk)] <I>,€$ :

Myo(N) = [p — (ro + Rio) cos ¢ — wk)} @,;01; Mgy (N) = [p — (ro+ EWO) cos ¢ + wk)] @kéo;
Ziy = [Rin +11 — pcos(p — wi)]; Zko = [Rro + 10 — pcos(¢ — wi)] (3.100)
Zwl = [Ewl +ry— ,OCOS(C_b + wk)} ;7k¢o = [leo + 1o — ,OCOS(C_b + wk)} ;
IR p—_— 1 —1 =1
Qo = Zyo By @y = Zkl Rm ; q)kw = kaoszpoa q)kzp = Ly Ry -

Conform (3.95)), deplasirile u,(N) sunt determinate cu urmatoarele relatii:

up(N) = (3.101)
n—1 _1\k . B . B r=T1
—omT, {Z /()sil)ﬁ% In [(2Ry, + 2r — 2pcos(¢ — @) x (2Ruy + 2r — 2pcos(é + wy)) ] } )

Expresiile finale pentru deplasarile termoelastice uy(N) sunt:
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unde:

Hit(N) = C(r1 + Rit) @' Hipr (N) = G (r1 + Rign) s
Hio(N) = Ci(ro + Rio)®g's Hrpo(N) = Cpopp(r0 + Ripo) P (3.103)
Zk = (i (0, Bo, ID);ZW = Ckw(%, Bo, ).

Datorita relatiei (3.95]), deplasarile uy(N) se vor determina folosind formula:

ug(N) = (3.104)
n—1 B B =71

—2mTy {Z W% In [(2Ry + 2r — 2pcos(¢p — W) X (2Rpy + 21 — 2pcos(¢ + wy))] }
k=0 r=rQ

Expresiile finale pentru deplasarile termoelastice ug(/N) sunt:

uy(N :—2mTOZ [ Pu1(N) = Preyi(N) + Peo(N) + Pryo(N)], (3.105)

unde:

Pra(N) = =73, (r1 + Ri1) @' Prot (N) = =T (11 + Riept) Py
Pio(N) = =T, (r0 + Rio)Prgs Preyo(N) = Ty (70 + Ripo) i (3.106)

M = T, 00, Bo3 0, 0); My = My (75 0, Bo; U, ).

Exemplul dat demonstreaza utilizarea functiilor de influenta a dilatarilor de volum de la
o forta unitara aplicatd asupra corpului, determinate in §3.2.3] nu numai pentru obtinerea
functiilor de influenta termoelastice U, (M, N), dar si a formulei integrale de tip Green. In plus,
functiile ©(@ (M, N) au o importanta semnificativa independenta pentru a rezolva direct PL in

termoelasticitate, atunci cdnd campul interior de temperatura este cunoscut.

Ca exemplu de prezentare grafica a rezultatelor obtinute in Figurile 3.11} a),|3.12, a),|3.13]

a),3.14, a),|3.15, a),|3.16, a) sunt prezentate deplasirile termoelastice radiale u, in patrimea

de spatiu V(0 < r < 00;0 < p < 7/2; 0 < B < m), cauzate de temperatura interioara T,
descrisa in - Aceste grafice au fost construite in baza expresiilor (3.99 m folosind

programa Maple 18.
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Exemplul 2. Formularea generala a problemei.

S& se rezolve ecuatiile (3.30)) si (3.45]) - (3.48)), pentru a determina deplasarile termoelastice

ug(N) in pana sferica V(0 <r < 00;0 < p <a; 0 < B <7); o« =7/n;n = 2,3,... cu CL
pe semiplanurile I'yo(0 <7 < 0050 = 0;0 < 8 < 7) si [po(0 <7 <0059 =;0 <G < 7)
fluxul de caldura si temperatura este zero [61]. Deplasarile termice u,(NN) au fost calculate de
la o sursd de cdldurd F' = Fy = const. pe un segment al razei [ro < r < rq;r9 > 0517 > 0;
ro, 11, = const., = po; f = fol:

(Fo = const., M = (r, 0, P0) € [ro <17 <1590 = 0 > 0,

B = Po > 0;19,71, 0, Bo = const.| € V;

0, M = (r, 0, 80) & [ro <7 <1150 =0 > 0,

B = Po > 0;19,71, %0, Bo = const.| € V;

adT(M)/0ng = Spo(M) = 0; M = (r,0,8) € I'yo(0 <7 <0050 =00 < <m);

T(M)=f(M)=0M=(r,a,8) € T'pa(0 <7 <000 =0;0< <)

\

(3.107)
Deoarece in aceasta PL este data sursa de caldura, pentru a obtine solutia problemei trebuie

sa se foloseasca formula integrald generala de tip Green (3.49)):
Pentru calcularea deplasarii u,(/N) se foloseste urmatoarea expresie:

o T

u(N):a_l///F(r,cp,,@)U(r,gp,ﬁ;N)rgdrdcpdﬁ, (3.108)
000

unde matricele U(r, ¢, §; N) au fost determinate folosind relatiile (3.50) - (3.52)).
Substituind in formula (3.108), functiile F'(M) si U(r, ¢, 5; N), determinate din ecuatiile

(3.107)) si (3.83]), care sunt identice cu ecuatiile (3.50)) - (3.52)), se obtine:

Rl
uq<N) = _;O Uq(ﬂ ©o, Bo; N)dr
)

T1

= ng) (_1)k/<Rk(r7 8007603/77%79) + Rklb(T? 900750;p7w7{ﬁ)) drv

To

ug(N) = mbo (—=1)*Ly {(r — pcos(p — wk)) Ry, + (7’ — pcos(¢ + wk)) Ry

= - 2(1—cos?(¢p—w
+In [(QRk +2r — peos(@—my))” 0T (3.109)

r=ry

X (QJ_%W + 2r — pcos(¢ + wy
109
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Conform ecuatiei (3.109)), deplasarile u,(N) se vor determina determina folosind relatia:

T1

Fi / mFy <A —1 —1
w(V) = = [ Voo, o Nydr = "2 ST -0 [ (RF 4 T dr

ke k=0 hd

T1

mFy 0 <=
= Toc?_p Z(—l)k/(Rk(r, ©0, Bo; p, ¥, 9) 4 Ryy(r, 00, Bos p, 0, 9)) dr

ro

2 (—1)’“3% {(r = pcos(é — @) R+ (r — peos(¢ + @x)) Riy

= - 2(1—cos?(¢p—w
+1In [(2Rk + 2r — pcos(¢ — wk))” (1mcosi(0=en) (3.110)

= - 2(1—cos?(p+w
% (2szw +2r — peos(d +wk))ﬂ ¢! (o4 k))]}

unde:

T = Ju(r, g0, Bo; N) = p — 1 cos(¢ — wk)j;w = frew(r. 00, Bo; N) = p — rcos(¢ + wy,). (3.111)
Expresia finald de calcul a deplasarilor termoelastice u,(NV) este:

n—1
mFO

up(N) = — = (—1)* {cos(¢ — wr) (Reo — Rr1) + cos(¢ + Wi) (Rkypo — Riy1)

+p?(1 = cos*(¢ — Wx) ) (I — Tlro) + +p°(1 — cos® (¢ + @) (Mrgr — Tiyo)
+(r1 = poos(d — @) Fuu B — (ro — peos(é — ) Fro o (3.112)
+(r1 = pcos(® + Tk)) Frn Ryt — (70 — pc0s(® + Tk)) Fro R
+2p[1 — cos(¢ — wy,)](In Zy1 — In Zyg) +2p[1 — cos(d + k)| (In Zkypr — In Ziyo) }

unde:

7k1 = 7k(7’ = Tl)??ko = 71@(7‘ = 7’0)571@1 = 7k¢(r = Tl)??kwo = le(?" =T10).

Conform ecuatiei (3.109)), deplasarile uy(NN) se determind cu urmétoarea formula:

" n—1 1
F mk; Z = =1 = =-1
u’l/)(N) = _?0 / U’lll(/n 9007ﬁ0; N)dr = a 0 <_1>k/ (CkRk + Ck’lek:d}) dr
k=0
T0

0

mFg 1
a

0= L
pSIH _wz / gpo,ﬁg,p,w 79) + Rkw( 7900750;p7¢779>)dT
k=0 0
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_mly Z(_l)k L 9 (r — pcos(¢p — wy)) Ry + (r — pecos(d + ) Ry

2a o psinﬂ@
+In [(QEk +2r — peos(¢ — wy))" (1mcosi(e=en) (3.113)
- S\ RO @m)] [
X (2Rpy + 2r — pcos(¢ + wy)) ] } :
r=ro

unde:

Zk = (0, Bo; ¥) = sin By sin(po — ¥ — (2k7/n));
Chy = Cru(po, Bo; ¥) = sin Sy sin(pg + ¢ — (2km/n)). (3.114)

Expresia finald de calcul a deplasarilor termoelastice u,(N) este:

n—1
uy(N) = 77”;_50 (—=1)* {sin By sin(pg + ¥ — 2k7/n)

pars
x [Tzkw — Rigo + 11(r1 — pos(@ + @) Ry — ro(ro — pos(@ + D) )R,;;O]
+sin fo sin(go — ¢ — 2km/n)
X {Takl — Ryo+11(r1 — peos(@ — @) Ry — rolro — peos(é — wk))ﬁ,;ol}
— p*(1 = cos®(¢ — @) (Hpr — Hyo) + p(1 — cos?(¢ + i) ) (H g1 — Hieyo) (3.115)
+2psin By [cos(¢ + i) sin(po + ¢ + 2km/n)(In Zyy1 — In Zyyo)
— cos(§ — @) sin(po — ¥ + 2km/n)(In Zyy — In Zyo)] } -

Conform ecuatiei (3.109)), deplasarile termoelastice uy(N) se vor determina cu urméatoarea

relatie: " .
Fo mkFy — E _ =-1  _ =-1
ug(N) = Y Us(r, o, Bo; N)dr = — Z(—l) (%Rk + nlmkaw) dr
k=0

To
1
mFO

a n—1
- WW Z(_]')k / (Rk(?”, %0, 607 P d}a 19) + Rkw(r7 @Yo, ﬁ(], P, 1/17 ’19)) dr
k=0

a
0

B S (= peos(@ — @) T+ (r — peos( + @) T

20 £ pov
+1In [(2?1C +2r — peos(¢ — wy))" (1mcos™(@=en)) (3.116)
- — PG |
X (2Rpy + 2r — pcos(¢ + wy)) ] } :
r=ro
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unde:

Ny = 77k(7‘, ©o, Bo; 19,1/1) = —(Sin Bo COS??COS(SOO - — 27”/”) — cos [y sin 19);

Ty = My (75 0, Bo; U, 9) = —(sin By cos ¥ cos(pg + 1 — 2km/n) — cos fysin ).

(3.117)

Expresia finald de calcul a deplasarilor termoelastice ug(N) este:

up(V) = 0 S {1+ ) [eos(B - B cos(@ — B) — 1)] T

—ro(ro+p) [cos(6 — @) (cos(6 — @) = 1)] Ry +71(r1 +p) [cos( + ) (cos(6 + ) — 1)] Ry
+2p° [1 = cos®(¢ + W) | (y1 — Myyo) + 2p* [1 — cos®(¢ — wy)] (Hgs — ko)
— o(ro + p) [cos(@ + Tx) (cos(6 + Ty) — 1)] Ry (3.118)
+2p[1 — cos(¢p — wy,)|(In Zgy — In Zyg) +2p[1 — cos(d + @) |(In Zyyr — In Zyyo) } -

Acest exemplu demonstreaza utilitatea obtinerii solutiilor din si anume a functiilor de
influenta ale deplasarilor termoelastice U, (M, N), de la actiunea unei surse unitare punctiforme
de caldura si formula integrala de tip Green.

Cercetarile efectuate demonstreaza ca solutiile obtinute in functii elementare din ecuatiile
(3.112), (3.115) si (3.118), pentru deplasarile termoelastice, satisfac PL a ecuatiilor si

(3.45) - (3.47) de la o sursa de caldura (3.107)). Pot fi obtinute expresiile tensiunilor termice
folosind deplasarile termice din ecuatiile (3.112), (3.115]) si (3.117)) si legea Duhamel-Neumann

(3.35), unde campul de temperatura poate fi determinat prin urmatoarea formula integrala

Poisson a PL in conductibilitate termica, descrisa de relatia (3.47)) si CL (3.107)):

b

T1

I F n—1 _ .
0 k=0 o
n—1
T(p, .92, 9) = 1o S (1) {In [(2Rs +2r — 2peos( — ) (3.120)
k=0

X (2Rpy + 21 — 2pcos(é + wi)) 2 -

In relatia (3.120), a fost utilizatd FG (3.59) pentru PL descrisi de ecuatia (3.58). Expresia
finald pentru caAmpul de temperatura este:

T(e, B, p,0,7) (3.121)

R n—l(_l)k " l(2Rk1 +2r1 — 2pcos(p — wy)) X (2Rgy1 + 2r1 — 2pcos(¢p + wkw))}
dra | = (2Rko + 219 — 2pcos(¢p — wy)) X (2Rgyo + 210 — 2p cos(¢ + wiy))
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unde: Rkl = Rk(’f’ = 7’1); RkO = Rk(T = 7”0); Rlﬂpl = R]ﬂ/,(?” = 7”1); ngo = R]m/,(T = 7’0). (3122)

Solutiile obtinute in functii elementare in acest paragraf au un rol foarte important in
dezvoltarea si examinarea preciziei metodelor numerice folosite la obtinerea solutiilor PL res-
pective pentru pane sferice termoelastice. Solutiile obtinute, de asemenea, pot fi utilizate in
inginerie, pentru calculul deplasarilor si tensiunilor termoelastice in PL 3D, pentru pane sferice
VO <r<oo0<¢<a0<p < 7);a=ma/n;n=273,.., atunci cand deplasarile
normale si tensiunile tangentiale sau tensiunile normale si deplasarile tangentiale sunt date pe
semiplanurile marginale I'y sau I',o. Deplasarile termoelastice uy(/N) sunt cauzate de sursa
interioara de caldura F', descrisa de , aplicatd pe segmentul razei [ro < r < 7579 > 0;
r1 > 0570, 71, = const.,p = @o; f = [p]. La limita semiplanurilor I' g si I'y, fluxul de caldura si
temperatura este zero.

Deplasarile termoelastice radiale u, in patrimea de spatiu V(0 < r < 00;0 < ¢ < 7/2),
de la actiunea unei surse interioare de caldurd F', descrisa in (3.107) sunt prezentate grafic in

Figurile [3.11] ), [3.12] b),[3.13} b),[3.14] b),[3.15] b),3.16] b). Aceste grafice au fost construite

in baza expresiilor (3.110]) - (3.112)) folosind programa Maple 18.

Avantajele rezultatelor obtinute si posibilitatea de a obtine noi functii Green si
formule integrale. In primul rand, este important de mentionat faptul ca au fost obtinute pen-
tru prima data in pana sferica termoelastica: formula integrala de tip Green si functiile
Green - ale PL generale a ecuatiilor (3.30)) si (3.45)) - (3.48), precum si solutii
exacte ale functiilor elementare (3.94) - (3.106)) si (3.109) - (3.118) pentru PL (3.30), -
(3.47), (3.92)) si (3.44) - (3.47), (3.107). Avantajele FG - si formula integrala de
tip Green sunt urmaéatoarele:

1) Daca se compard metoda potentialului termoelastic propusa de Timosenko si Goodier,
alte metode ale potentialului termoelastic si unele metode traditionale cu metoda aplicata,
la rezolvarea PL in termoelasticitate, se poate afirma:

e nu a fost rezolvata PL a conductibilitatii termice pentru determinarea campului de tem-
peraturd preliminard (prima etapd a solutiei) si ulterior sa fie rezolvate ecuatiile Lame
folosind cAmpul de temperatura cunoscut (a doua etapa a solutiei). In formula integrals
de tip Green obtinuta, solutia este prezentata in mod direct prin intermediul actiunilor de
cildurd cunoscute (sursa interioara de caldura, temperatura si flux de caldura aplicate la
hotar). Aceasta formula permite sa obtinem solutiile finale folosind termenii integralelor;

prin urmare, nu a fost necesar sa fie rezolvata PL preliminara a conductibilitatii de caldura
113



sau o alta PL;

e nu a fost necesar si fie rezolvatd suplimentar PL a elasticitatii. In particular, metoda
ecuatiilor integrale singulare, adica, una dintre metodele potentialelor termoelastice, pen-
tru a rezolva PL traditionala, trebuie sa fie rezolvat un sistem cu CL ale ecuatiilor integrale

singulare. Formula integrala de tip Green prezentata in (13.49)) ofera solutia completa a

PL cu ecuatiile (3.30)), (3.44) - (3.47) si, prin urmare, nu este necesar s fie rezolvata o

PL suplimentara;

2) FG date in ecuatiile (3.50) - (3.57)) si formula integrald de tip Green prezentate in (3.49)
obtinute in functii elementare au o importanta semnificativa in aplicatii, datorita calcu-

lului rapid si a preciziei mari;

3) Formula integrala de tip Green prezentata in (3.49)) poate fi utilizatd pentru punerea in

aplicare numerica imediata;
4) Pe baza acestei formule, este posibil si se elaboreze un element finit BEM [19];

5) FG date in ecuatiile - permit sa fie scrise solutiile exacte pentru mai multe PL
particulare de la actiuni de caldura (sursa interioara de caldura, temperatura la limita si
fluxul de caldura) asa cum este demostrat in inclusiv discontinuitatea si dislocarea
sub forma de integrale pe o linie sau functii elementare.

Conform avantajelor mentionate mai sus, utilitatea si importanta noilor functii exacte Green
si formula integrala de tip Green pentru pana sferica termoelastica obtinuta intr-o forma inchisa,
explica de ce specialistii apreciaza mult FG si solutiile integrale a oricarei PL. De aceea, s-a
analizat posibilitatea obtinerii formulei integrale de tip Green in termoelasticitate nu numai
pentru o pana sferica, dar si corpuri din sistemul de coordonate cilindric si alte domenii canonice
ortogonale [10, p. 218| [38] 42], [58, p. 33]. Asa cum s-a observat, principala dificultate in
obtinerea functiilor termoelastice Green U, este determinarea functiilor de influenta ©@ pentru
o PL in elasticitate si a FG G, pentru o PL in conductibilitatea termica.

Construirea graficelor deplasarilor termoelastice pentru pana sferica.

Folosind programa Maple 18 au fost prezentate graficele deplasarilor termoelastice radiale
u, pentru o PL termoelasticd 3D in patrimea de spatiu sferic V(0 < r < 00;0 < ¢ < 7/2;
0 < 8 < m), atunci cand deplasarile normale si tensiunile tangentiale omogene si tensiunile
normale si deplasarile tangentiale sunt date pe semiplanele marginale I' g si I', /2. Deplasarile

termoelastice sunt cauzate de temperatura T sau a sursei interioare de caldura F', aplicate pe
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Fig. 3.11. Graficele deplasarilor termice u, in pana elastica V' pentru p = 0, 1m,
0<1v<7/2,0<9<m, a)dela actiunea unui gradient de temperatura Ty si
b) de la o sursa interioara de caldura Fy.

un segment al razei [ro < r < ry,r9 > 0,70 > 0,719,717 = const.,o = @, 5 = Py, descrise de

ecuatiile (3.92) si (3.107). In aceste PL fluxul de cildura si temperatura sunt egale cu zero la

limita semiplanurilor I'yg si T'yr/o. In Figurile n - sunt prezentate 12 grafice spatiale

pentru deplasirile termoelastice radiale u, in patrimea de spatiu V(0 < r < 00;0 < ¢ < 7/2;

0 < 8 <), cauzate de temperatura 7', cu conditiile (3.92)) (Figurile: [3.11} a), |3.12} a), |3.13]
a), 314 a),[3.15 a) si[3.16] a)); de la o sursd interioara de caldurd F, cu conditiile
(Figurile: B11} ), 312} b), B-13) b), .14, b), B.15) b) siB.16} b)).

Graficele prezentate in Figurile 3.11} a), [3.12} ), [3.13} a), [3.14] a), 3.15 a) si a) au
fost construite in baza expresiilor - pentru n = 2. Respectiv, graficele prezen-
tate in Figurile 3.11] b), 3.12] b), [3.13] b), 3.14] b), [3.15] b) si[3.16] b) au fost construite in

baza expresiilor (3.110) - (3.112)) pentru n = 2. Toate cele 12 grafice ale deplasarilor radiale

termoelastice au fost construite pentru urmatoarele valori ale constantelor elastice si termice:
coeficientul Poisson, v = 0, 3; modulul de elasticitate £ = 2,1-10° M Pa, coeficientul de dilatare
termica liniarda o = 6,57 - 1078(K™!), conductivitatea termicd a = 1,8(W/Km), temperatura
To = 323,15K, sursa de caldura Fy = 100(W/m3), raza ro = 1,0m, r; = 10m, iar unghiurile
wo =m/4, By =7m/2.

In Figurile - se observa ca graficele deplasarilor termoelastice radiale u,, de la

actiunea unui gradient de temperatura Ty = 323, 15K (Figurile 3.11} a), [3.12, a), 3.13 a),
a) si a)) si cauzate de sursa interioara de caldura Fy, = 100(W/m3) (Figurile
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Fig. 3.12. Graficele deplasarilor termice u, in pana elastica V' pentru p = 2, 1m,
0<1v<7/2,0<9<m, a)dela actiunea unui gradient de temperatura Ty si
b) de la o sursa interioara de caldura Fj.

b) Up [m]

¢ ,,#If?
- \lx‘\‘\‘\“\- ;,.',; /// ////
5. x - l. e *0 7,
- S5 '24//

-1.5% 1077

-2.% 1074

-25% 1075

Fig. 3.13. Graficele deplasarilor termice u, in pana elastica V' pentru p = 8.0m,
0<1<7/2,0<9<m, a)delaactiunea unui gradient de temperatura Tp, si
b) de la o sursi interioara de caldura Fp.

B.11} b),13.12) b), [3.13] b), [3.14} b) si b)) sunt simetrice in raport cu sectorul nelimitat
0 <p<o0,0< < 7/2,9 =m/2 Acest lucru se explica prin faptul ca in patrimea de
spatiu, temperatura Ty = 323, 15K si sursa interioard de caldura Fy = 100(W/m3), se aplica
in cadranul simetric 0 < p < 00,0 < < 7w/4,9 = 7/2 a patrimii de spatiu V.

Desi, temperatura Ty = 323, 15K si sursa de caldurd Fy = 100(W/m3) sunt aplicate in ca-
dranul simetric 0 < p < 00,0 <1 < 7/4,9 = 7/2 a patrimii de spatiu V', graficele deplasarilor
termoelastice radiale w,, nu sunt simetrice in raport cu semiplanul 0 < p < 00,9 = 7/4,

0 < ¥ < m. Acest lucru se explica prin faptul ca conditiile mecanice omogene de limita date pe
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Fig. 3.14. Graficele deplasarilor termice u, in pana elastica V' pentru p = 15m,
0<1<7/2,0<9<m, a)delaactiunea unui gradient de temperatura Tp, si
b) de la o sursi interioara de caldura Fy.

a) up[m] b)
G ]
| =0.000002
-Lx107* ‘chmmm__

-2.x 1074 )
-3.%x 1075 ~0.000008
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Fig. 3.15. Graficele deplasarilor termice u, in pana elastica V' pentru ¢ = /5,
0<p<15m,0 <9 <m, a)de la actiunea unui gradient de temperatura 7} si
b) de la o sursi interioara de caldura Fp.

semiplanurile marginale 'y si I'y(r/2) a patrimii de spatiu V' sunt diferite. In Figurile -
@ se poate vedea, de asemenea, cd pe semiplanul marginal I',(,/2) deplasarile radiale termo-
elastice u, sunt zero. Aceasta confirma faptul ca deplasarile termoelastice radiale u, satisfac
CL pe semiplanul marginal 'y (x/2).

Pe langa proprietétile comune ale graficelor din Figurile [3.11] - [3.15] descrise mai sus, se
observi si proprietétile specifice pentru fiecare grafic din Figurile -B.16

Graficele deplasarilor termoelastice radiale u,, construite pentru p = 0, 1m, sunt prezentate
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Fig. 3.16. Graficele deplasarilor termice u, in pana elastica V' pentru J = /4,
0<p<1.0m,0<1<m/2 a)dela actiunea unui gradient de temperatura Tj si
b) de la o sursd interioara de caldura Fy.

in Figura In Figura se mai poate observa ca pentru p = 0, 1m, graficul deplasarilor
termoelastice radiale u,, de la actiunea unui gradient de temperatura 7, = 323,15K (Figura
3.11] a) este similar cu graficul u,, de la o sursd de cildurd Fy = 100(W/m3) (Figura [3.11]
b). Valorile deplasarilor termoelastice radiale u, pe ambele grafice sunt negative. Maximul
deplasarilor termoelastice radiale u, se realizeaza pentru ¢ = 0,9 = 7/2.

Graficele deplasarilor termoelastice radiale u,, construite pentru p = 0, 1m, sunt prezentate
in Figura In Figura se poate observa ca pentru p = 2, 1m, graficul deplasarilor
termoelastice radiale u,, de la actiunea unui gradient de temperaturd T, = 323, 15K (Figura
3.12, a) este in mod substantial diferit in comparatie cu graficul u,, de la sursa de caldura
Fy = 100(W/m3) (Figura [3.12] b).

Valorile deplasarilor termoelastice radiale u, din Figura b) sunt negative, dar de-
plasarile termice din Figura , a) sunt atat pozitive, cat si negative. In Figura a), se
observa ca maximul deplasarilor termoelastice radiale u, este atins pentru ¢ = 7 /4,9 = /2,
dar Figura [3.12] b) are maximum de u, in ¢ = 0,9 = 7/2.

Graficele deplasarilor termoelastice radiale u, construite pentru p = 8,0m, sunt prezentate
in Figura . In plus, in Figura se poate afirma ca pentru p = 8, O0m, graficul deplasarilor
termoelastice radiale u,, cauzat de temperatura 7, = 323, 15K (Figura , a) este in mod
substantial diferit in comparatie cu graficul u,, de la sursa de caldura Fy = 100(W/m3) (Figura
b). Valorile deplasarilor termoelastice radiale u, in Figura , b) sunt negative, dar

Figura a) are numai valori pozitive.
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In Figura , a), valoarea maximalad a deplasarilor termoelastice radiale u, se realizeaza
pentru ¢ = 7 /4,9 = 7/2, dar Figura , b) are maximul de u, pentru ¢ = 0,9 = 7/2.

Graficele deplasarilor termoelastice radiale u, construite pentru p = 15,0m, sunt prezen-
tate in Figura . In Figura 7 se observa ca pentru p = 15,0m graficul deplasarilor
termoelastice radiale u,, de la actiunea unui gradient de temperatura 7, = 323,15K (Figura
, a) este in mod substantial diferit in comparatie cu graficul u,, de la o sursa de caldura
Fy = 100(W/m3) (Figura[3.14] b). Valorile deplasarilor termoelastice radiale u, in Figura[3.14]
b) sunt pozitive si negative, dar Figura[3.14] a) are numai valori pozitive.

In plus, in Figura , a) valoarea maxima a deplasarilor termoelastice radiale u, pentru
Y =m/4,9 = /2, dar Figura , b) are maximul de u, in ¢ = 0,9 = 7/2.

Graficele deplasdrilor termoelastice radiale u, construite pentru ¢ = /5, sunt prezentate
in Figura . In Figura m pentru ¢ = 7/5, graficul deplasarilor termoelastice radiale wu,,
cauzat de un gradient de temperatura Ty = 323, 15K (Figura[3.15, a) este in mod substantial
diferit in comparatie cu graficul u,, de la o sursa de caldura Fy = 100(1W/m3) (Figura [3.15]
b). Valorile deplasirilor termoelastice radiale u, in Figura b) sunt negative, dar Figura
, a) are valori pozitive si negative. In Figura a) se vede cd valoarea maxima a
deplasarilor termoelastice radiale u, este pentru p = 10m, ¥ = /2, dar valoarea minima este
la p = 0,0m,9¥ = w/2. Figura , b) are valoarea minima a wu, pentru p = 0,0m, 9 = 7/2.
In ambele grafice, se observi ci daca raza p tinde la infinit (practic, atunci cand p > 15,0m),
deplasarile termoelastice radiale u, se egaleaza cu zero.

Graficele deplasarilor termoelastice radiale u, construite pentru ¢ = /4, sunt prezentate in
Figura[3.16] Analizand graficele din Figura [3.16] se observa ca deplasarile termoelastice radiale
u, sunt negative. Pentru semiplanul marginal I',(;/2) din Figura , deplasarile termoelastice
radiale u, sunt zero. Acest lucru confirma faptul ca deplasarile termoelastice radiale u, satisfac
CL pentru semiplanul marginal 'z /2).

In Figura a) valoarea maxima a deplasarilor termoelastice radiale u, se realizeaza
pentru p = 0,0m,y = 0. Figura , b) are valoare maxima a u, pentru p = 0,0m,¢ = m/2.
In Figura se observa cd u, creste pe segmentul 0 < p < 1,0m (Figura , a) si pe
segmentul 0 < p < 15,0m (Figura[3.16] b). De asemenea, in Figura[3.16] b), daci raza p tinde
la infinit (atunci cand p > 15,0m), deplasarile termoelastice radiale u, se egaleaza cu zero.

Concluzii:

e Au fost obtinute urmatoarele relatii: formula integrald de tip Green (3.49) si FG (3.50))

- (3.57) pentru PL generala (3.30) si (3.45) - (3.48]), solutiile exacte deduse in functii
119




elementare (3.99)), (3.100), (3.102]), (3.103)) si (3.105)), (3.106)) pentru PL particulara (3.30))
si (3.45)) - (3.48)), precum si (3.112)), (3.115)), (3.118)) pentru PL particulara (3.30)) si (3.45)

- (3.48) pentru pana sferica termoelastica. Ele au o utilitate mare si pot fi utilizate

pentru calculul deplasérilor termoelastice u,(/N) intr-o pand sferica. Principalul avanta]
al formulei integrale obtinute este ca deplasarile termolastice in pana sferica termoelastica
sunt exprimate direct prin sursa interioara de caldura, fluxul de cdldura, temperatura etc.
Deci, nu este necesar sa se rezolve o PL suplimentara pentru determinarea preliminara a
campului interior de temperatura, asa ca in metodele traditionale;

Cel mai dificil in obtinerea functiilor de influenta U,(M, N) si scrierea formulelor in-
tegrale de tip Green folosind metodologia enuntata, este determinarea FG G(M, N) in
conductibilitate termica si functiile de influentd pentru dilatarea de volum ©%(M, N) in
elasticitate. Este foarte important de mentionat, ca folosind aceasta teorema pot fi re-
zolvate in jur de 16 PL in termoelasticitate pentru pana sferica (la limite pot fi date
urmatoarele conditii omogene de limita mecanica in orice combinatii: (a) deplasarile nor-
male si tensiunile tangentiale; (b) tensiunile normale si deplasirile tangentiale). Astfel,
luand in considerare si cazurile particulare: patrimea de spatiu si semispatiu care rezulta
din ecuatia pentru pana sferica demonstrata mai sus si ludnd in consideratiile combinatiile
posibile ale CL neomogene in problema conductibilitatii termice, pot fi obtinute noi for-
mule integrale exacte de tip Green si functiile termoelastice Green in functii elementare
pentru aproximativ 40 PL a termoelasticitatii. Astfel, una dintre concluziile principale,
care rezulta din teorema demonstratda mai sus este cd metoda propusa pentru obtinerea
formulelor integrale de tip Green si a functiilor termoelastice Green in termoelasticitate
poate fi aplicata pentru mai multe PL. Rezultatele prezentate in aceasta problema pot
oferi posibilitati foarte mari cercetatorilor din domeniu, pentru a obtine noi functii de
influenta termoelastice si formule integrale de tip Green, nu numai pentru pane sferice,
dar si pentru multe domenii canonice sferice;

Ecuatiile si formulele generale prezentate in aceasta problema, pentru determinarea functii-
lor de influenta U, (M, N) din (3.36]), precum si formula integrala de tip Green sunt
valabile nu numai pentru termoelasticitate, dar si pentru alte domenii fizice, cum ar fi
poroelasticitatea, descrise de aceeasi PL ca pentru termoelasticitatea [28|;

Abordarea prezentata in aceasta problema pentru pana sferica poate fi extinsa la orice
alte domenii canonice sferice. Aceasta extensie poate fi efectuata, atunci cand ambele

functii G si ©@ sunt stabilite.
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3.3. Validarea problemelor de limita tridimensionale

Folosind MRIA s-au determinat tensiunile termice @;;(x,&), de la o sursa unitara puncti-

forma de caldurd pentru o PL a unui domeniu sub forma de semispatiu S(0 < z; < oo,

—00 < T9,r3 < 00), cu conditiile termice de limitd de tip Dirichlet G = 0 si urmatoarele

conditii mecanice de limita:

- pentru planul marginal I'1g(y; = 0; —00 < Yo, y3 < 00) —> G117 = 012 = 013 = 0.

Conditiile mecanice si cele termice de limitd sunt prezentate in Figura

—_—— —~ —
~

Fig. 3.17. Schema semispatiului cu conditiile de limita mecanice 711, G192, 13 Si

termice G de pe suprafata ['yp.

Folosind aceeasi metodologie de rezolvare a PL sub forma de semispatiu (

obtinute FPTG.

33.1.) au fost

Expresiile pentru deplasirile termice de la o sursa unitara de caldurd Us(z,§);i = 1,2,3 au

urmatoarea formi:

Ui(z,§) = —m (21 —&)R 4+ (11 + &) R,

H -1 9
2 - _ . .
+214 ()\+MR1 flalel )}7

0
Us(z,€) = —m (22— &) (R + R{Y) —2 (961518_{2}%11

9 H 9 )
_/gla—ngl d§1+/\+ux1/a—§2R1 dgl)],

Ug(l’,g) == —m [(ZE’3 - 53) (R_l + Rl_l) -2 (xlgl—Rl_l

(3.123)

(3.124)



0 H 9
—/fla—&Rl d€1+ma:1/—R1 dgl)} : (3.125)

Dilatarea de volum:

2
O(x,&) = m (Rl — Ry — —’“Lxl—Rll) : (3.126)

In literatura de specialitate [106, p. 495] sunt cunoscute expresiile tensiunilor termice, de
la o sursa unitard punctiforma de caldura pentru aceasta PL cu CL enuntate in problema,

rezolvata prin metoda Papkovici-Neuber.

Formulele obtinute (3.123]) - (3.126]) se substituie in legea Duhamel-Neumann ({2.3)), astfel,

se obtin relatiile pentru tensiunile termice de la o sursa unitarda punctiforma de caldura, ce
corespund in totalitate cu expresiile tensiunilor termice 7;;(z, ) [106, p. 495], obtinute prin
metoda Papkovici-Neuber. Deci, s-a mai demonstrat inca o data, ca rezultatele obtinute in

urma rezolvarii PL folosind MRIA sunt corecte.

3.4. Concluzii la capitolul 3

e Solutiile integrale ale FPTG (3.12)) - (3.14)) si relatiile tensiunilor termice (3.16)) - (3.21))

de la o sursa unitara punctiforma de caldura pentru semispatiu pot fi folosite la obtinerea
expresiilor termoelastice de la actiunea unei surse interioare de caldura si/sau gradient

de temperatura cu CL enuntate in problema;

e Solutiile integrale ale deplasarilor termoelastice (3.27) - (3.29) pot fi folosite pentru de-
terminarea deplasarilor termoelastice in semispatiu, de la actiunea unui gradient de tem-
peratura de orice valoare, aplicat in limita oricarui segment pe directia axei x3 a planului

marginal I'jg cu CL enuntate in problemi;

e Folosind relatiile deplasarilor termoelastice in semispatiu - , de la actiunea
unui gradient de temperatura, folosind formula Duhamel-Neumann , pot fi calcu-
late tensiunile termice pentru o PL particulara provenite de la actiunea unui gradient de
temperatura de orice valoare, aplicat in limita oricarui segment pe directia x3 a planu-
lui marginal I'1g. Fiind cunoscute expresiile analitice pot fi construite graficele acestor

tensiuni termice.

e Solutiile integrale ale FPTG ([3.83)), pentru pana sfericd, pot fi folosite la obtinerea expre-
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siilor termoelastice de la actiunea unei surse interioare de caldurd, flux de caldura si/sau

gradient de temperatura cu CL enuntate in problema;

Solutiile integrale ale deplasarilor termoelastice (3.99)), (3.102)) si (3.105)) pot fi folosite

pentru determinarea deplasarilor termoelastice in pana sferica, de la actiunea unui gra-
dient de temperatura de orice valoare, aplicat pe un segment de raza cu CL enuntate in

problema;

Solutiile integrale ale deplasarilor termoelastice (3.112]), (3.115)) si (3.118) pot fi folosite

pentru determinarea deplasarilor termoelastice in pana sferica, de la actiunea unei surse

de caldura cu CL enuntate in problema;

Folosind expresiile FPTG (3.83) si formula Duhamel-Neumann pot fi obtinute
tensiunile termice pentru pana sferica, de la actiunea unei surse unitare punctiforme de
caldura cu CL enuntate in problema, iar folosind deplasarile termoelastice , ,
si (3.112)), (3.115)), (3.118) si aceeasi formulda Duhamel-Neumann pot fi

obtinute tensiunile termice pentru o PL particulara provenite de la actiunea unei surse

interioare de caldura si/sau gradient de temperatura cu CL enuntate in problema,

A fost validata o PL rezolvata prin MRIA, unde s-a demonstrat, ca in urma aplicarii

acestel metode, rezultatele obtinute sunt corecte.
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CONCLUZII GENERALE SI RECOMANDARI

Problema gtiintifica importanta solutionata consta in generalizarea MRIA si aplicarea aces-
tel metode la obtinerea solutiilor integrale ale deplasarilor si tensiunilor termice, pentru domenii-
le canonice ale sistemului de coordonate cartezian si generalizarea MGO-C si aplicarea ei la
obtinerea solutiilor integrale ale deplasarilor termoelastice, pentru domeniile canonice ale sis-

temului de coordonate sferic.

1. A fost determinata FG pentru fasie cu CL de tip Neumann si prezentata grafic [3]. Aceasta
poate fi folosita in conductibilitatea termica stationara, pentru determinarea cadmpului
interior de temperatura pentru fasie, de la actiunea unei surse interioare de caldura si/sau
daca fluxul de caldura pe diferite intervale ale laturilor fasiei este diferit de zero. Aceasta

functie se va folosi la calcularea deplasarilor si tensiunilor termice pentru fasie;

2. S-au determinat si prezentat grafic cAmpul de temperatura pentru fasie cu CL de tip
Dirichlet [4] si de tip mixt [5]. Campul interior de temperatura deja determinat poate
fi folosit in domeniul termoelasticitatii la obtinerea deplasarilor si tensiunilor termice in

fasie;

3. In baza MRIA au fost obtinute FPTG pentru fasie si patrime de plan cu CL enuntate in
problema [22]. Au fost prezentate grafic aceaste deplasiri termoelastice. Datoritd acestor
functii pot fi determinate tensiunile termice de la actiunea unei surse unitare punctiforme
de caldura si tensiunile termice de la actiunea unei surse interioare de caldura distribuite
si/sau gradient de temperatura, aplicat pe una sau ambele laturi ale fasiei sau ale patrimii

de plan;

4. Au fost obtinute tensiunile termice de la actiunea unei surse unitare punctiforme de
caldura si tensiunile termice de la actiunea unui gradient de temperatura, aplicat pe
ambele laturi ale fasiei si pe o latura a patrimii de plan pentru CL enuntate in problema,

cu prezentarea grafica a aceastor tensiuni [22];

5. Folosind MM au fost obtinute expresiile pentru deplasarile si tensiunile termoelastice
pentru semifasie, de la actiunea unui gradient de temperatura, aplicat pe o suprafata sub
forma unui dreptunghi cu CL enuntate in problema [62]. Aceste relatii pot fi folosite
pentru determinarea deplasarilor si tensiunilor termice in semifésie, de la actiunea unui
gradient de temperatura de orice valoare, aplicat in limita unui dreptunghi in interiorul

semifasiei cu CL enuntate in problema. Aceste tensiuni au fost prezentate grafic;
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10.

In baza MRIA au fost obtinute FPTG pentru semispatiu cu CL enuntate in problems
[21]. S-au prezentat grafic aceste deplasari termoelastice. Datoritd acestor functii pot fi
determinate tensiunile termice de la actiunea unei surse unitare punctiforme de caldura, a
deplasarilor si tensiunilor termice de la actiunea unei surse interioare de caldura distribuite

si/sau gradient de temperatura, aplicat pe suprafata semispatiului;

Au fost obtinute tensiunile termice de la actiunea unei surse unitare punctiforme de
caldura si deplasarile termoelastice de la actiunea unui gradient de temperatura, aplicat
pe suprafata semispatiului cu CL enuntate in problema, cu prezentarea grafica a aceastor

expresii [6];

Folosind MGO-C au fost obtinute FPTG pentru pana sferica termoelastica cu CL enuntate
in problema [6I]. Datorita acestor functii, pot fi determinate deplasarile si tensiunile
termice de la actiunea unei surse interioare de caldura, flux de caldura si/sau gradient de

temperatura cu CL enuntate in problema;

S-au obtinut solutiile integrale ale deplasarilor termoelastice, pentru pana sferica, de la
actiunea unui gradient de temperatura sau a unei surse de caldura aplicate pe un segment
de raza cu CL enuntate in problema, cu construirea acestor deplasari [61]. Aceste expresii
pot fi folosite pentru determinarea deplasarilor termoelastice in pana sferica, de la actiunea
unei surse de caldura sau a unui gradient de temperatura de orice valoare, aplicat pe un

segment de raza cu CL enuntate in problema;

A fost demonstrata veridicitatea MRIA la rezolvarea PL 2D si 3D.

Recomandari privind cercetarile de perspectiva:

1.

Extinderea MRIA, fiind posibila aplicarea metodei la rezolvarea PL pentru alte domenii
canonice ale sistemului de coordonate: polar, cilindric, sferic, curbliniu etc. Pentru

aceasta trebuie sa fie deduse formulele structurale pentru fiecare sistem de coordonate;

Largirea arsenalului cu noi solutii integrale ale FPTG obtinute la rezolvarea PL, care pana
in prezent nu au fost deduse, atat pentru domeniile canonice ale sistemului de coordonate

cartezian, cat si polar, cilindric, sferic, curbliniu etc.;

Obtinerea solutiilor integrale pentru PL particulare si aplicarea lor in diverse domenii ale

teoriei termoelasticitatii;

Folosirea solutiilor obtinute in rezolvarea PL din domeniul termoelasticitatii cuplate.
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ANEXE

In anexe, sunt reflectate doar rezultatele finale intr-o form# restransa ale functiilor de
influentd pentru deplasarile termoelastice U;(x,§), tensiunile termice @;;(x,&) si ale dilatarii
de volum O(z, ), obtinute in aceasta lucrare.

Anexa A. Fasia

Conditiile de limita pentru laturile marginale ale fasiei I'yo(—0c0 < 31 < o0;y2 = 0) si
[1(—00 < y1 < 00312 = ag):

Ui(z,y) = 0,52(z,y) =0,Gr(y,&) = 0;2,£ € V;y = (11,0) € Ty,

(A1)
Ur(z,y) = 0,02(z,y) = 0,Gr(y,§) = 0;2,§£ € Viy = (y1,a2) € T
Ui:8) = 503y (6 — )G, (42)
OGr( IGr(

Uh(r.€) = g [(& ~ ) f ggj e, = 7(2,) d%l} (43)

_ W 0 Es
0'11(1], ) = m |:(£1 I1>a§1 ].:| In E 3 (A4)

5 - _ Er,
O'QQ(CL’, ) = 47‘(‘()\ T 2#) |:(€1 l’1>a£1 ].:| In E 3 (A5)

_ wy _ d Ez.
o12(2, &) = m(& xl)f?{z (A.6)
O(z,¢) = AjQ#GT(:r,é); (A7)
Gr = %ln %; (A.8)
s 2
(z1—-61) (z1—61)
E=1-2e% cosa—(x2—§2)+ea2 (A.9)
2
s 2
(z1—61) (z1—61)
Ey=1—2e% cos a—(acg + &) + e (A.10)
2



Anexa B. Patrimea de plan

Conditiile de limita pentru laturile marginale ale patrimii de plan I'1g(y; = 0;0 < yo < 00)
51 T'20(0 < y1 < 00592 = 0):
= 0;x € P;Gr(y,§)

o11(z,y) = T12(2, y) =0y = (0,y2) € I'ip;

(B.1)
Tn(r,y) = 0;Ui(r,y) = 0,0 € P;Gr(y,§) = 0,y = (y1,0) € Ty
- T s _ I
U,6) = gy g |01+ €02 4 (o~ )
H 0 AN
Ua(z,§) = m {@2 + &) In(r1ra) + (22 — &) In(rr1) — <$1§18i§2 +& ) 1In :—112
H ! i
+ 20_62 (/51 H—dél qul/ln ’r‘_lzdé.l):| 3 (B?))
_ K 712 9
Tn(r,8) = At (N + 2p) <1n riTry (@t 61)8{’1 In - 19
0 2 7’1 )
Hon =€) T~ 206 g ). (5.4
— _ TH 712 i
0'22(33, E) = 47‘(‘()\ I 2/1,) (ln 1T -+ (1'2 + 62)852 111(7’127'2)
0 0 L 0 )
Hoa = @) () 206 g b2 — e ) ()
_ - Y 0 719 0
o12(7, &) = 0+ 250) <( T1 — 51)8—52 In o T (29 + 52)8—52 In(rio7s)
0 8 o 0 T\
—f—(l‘g - §2>a€ (TT’l) + 251 662 "y 41'151 851 852 1 7“_12> 3 (36)
_ gl nry o 2p 0 T
O(z,&) = O 120 (ln — + o ua:l@:cl In r12> ; (B.7)
r=(r; — 51)2 + (22 — 52)2§ r = (21 + 51)2 + (22 — 52)23 (B.8)
ry = (21 — §1)2 + (z2+ 52)2; T2 = (z1 + 51)2 + (z2 + 52)2~ (B.9)
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Anexa C. Pana sferica

Conditiile de limita pentru semiplanurile marginale ale panei sferice I',o(¢ = 0;0 < 5 < m;

0<r<oo)silua(lp=0;0< B <m0 <r<o0):

U9 (r,0,8) = 0:09(r,0,8) = a0 (r,0,8) = 0; (r,0, 8) € To;
ol@(r,a, B) = 0: U (r, a0, B) = UD(r, a0, B) = 0; (1, 0, ) € Ty,

P
VT (M) = —a *F(M); M = (r,,B8) € V;
T (r,0,8)/0nr,, = a 'Sy(r,0,8); 0 = 0;

T(T,OZ,B>:f(r,a,ﬁ);@:Ck;OSﬂ§7T;0§7’<OO.

Ug(M, N) = =mL Y~ (=)™ (Ri(M; p, 1, 9) + Rioy(M; p,,9))
0

S
—

e
Il

0@ = —(A+2u) ' LYG;

i :
8m(A+2u)’

m =

0 ) 0 Op O
[@_s 9 % 9, % 9.
N qp8p+ psind 0y - p 0V’

i
L

G =(4m)" D (DR + Ry)):;
0

i

Ry = /12 + p? — 2rpcos(¢ — wy);

Ry = /12 + p2 — 2rpcos(¢ + wy);

cos(¢ — wy,) = sin fsin v cos(p — 1 — 2k /n) + cos 5 cos V;

cos(¢p + wy) = sin Bsind cos(p + 1 — 2k /n) + cos B cos V.
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Anexa D. Semispatiul

Conditiile de limita pentru planul marginal I'1o(y; = 0; —00 < ya, y3 < 00):

Ui(z,y) = Us(z,y) = Us(z,y) = 0;2 € S; Gr(y,£) = 0;y = (0,y2,y3) € Iio.

) 5 _
U(z,§) = m _(51 — ) (R =Ry - 23?1513718—&3171_ ;
) 5 _
Vsl €) = 5o o |~ ) (B = RO =206 B e Ry
) 5 _
Us(z,§) = m _(53 —a3) (R =Ry — 2961513718—533171_ ;

_ _ alL d _ 0 _
) = g (6 g 1] 7 (6 1)

0 0
-1 -1 o -1 .
—|—2$1B —agl R (1 251 a£1 Rl > } )

_ Y 0 9, . .
7)€ g, 6 g | (7 - )
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